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Aufgabe 1.1 a) - ¢)

a) Der Miarz oder der April hat 31 Tage.

Aussage 1: M := ,Mairz hat 31 Tage” Wert: wahr
Aussage 2: A := ,April hat 31 Tage"  Wert: falsch
Formel: MV A Wert: wahr

b) Entweder der Marz oder der April hat 31 Tage.

Aussage 1: M :=  Mairz hat 31 Tage” Wert: wahr
Aussage 2: A :=  April hat 31 Tage"  Wert: falsch
Formel: M < —A Wert: wahr

c) Entweder der Marz oder der Mai hat 31 Tage.

Aussage 1: M :=,Mirz hat 31 Tage® Wert: wahr
Aussage 2: A :=,Mai hat 31 Tage" Wert: wahr
Formel: M < A Wert: falsch
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Aufgabe 1.1 d) - f)

d) Nachts scheint die Sonne und ich gehe spazieren.

Aussage 1: N := ,Nachts scheint die Sonne." Wert: falsch
Aussage 2: S :=,|ch gehe spazieren.” Wert: wahr
Formel: NAS Wert: falsch

e) Wenn Ebbe ist, dann ist keine Flut.

Aussage 1: E := ,Esist Ebbe.” Wert: falsch
Aussage 2: F := Esist Flut."  Wert: falsch
Formel: E — —F Wert: wahr

f) Es ist kein Tag genau dann, wenn Nacht ist.

Aussage 1: T := ,Esist Tag." Wert: falsch
Aussage 2: N := Esist Nacht." Wert: wahr
Formel: -T < N Wert: wahr

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 1.2

Formen Sie aus den vorgegebenen aussagenlogischen Formeln

natiirlichsprachige Satze.

Beispiel:  Formel:
Aussage 1:
Aussage 2:
Losung:

a) (—p— q)

(p—q)
p := ,Der Gegner hat mehr Tore geschossen.”
q := ,Wir haben verloren.”

Falls der Gegner mehr Tore geschossen hat,
haben wir verloren.

p: n ist durch 3 teilbar.
g: n ist durch 12 teilbar.

Wenn n nicht durch 3 teilbar ist, ist n auch nicht durch 12

teilbar.

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 1.2

b)

(—p < q)
p: Es ist Tag.
q: Es ist Nacht.

Genau dann, wenn es nicht Tag ist, ist es Nacht.

((pV—q) —r)

p: Das Auto ist kaputt.

q: Das Auto hat Benzin im Tank.
r: Man muss das Auto schieben.

Wenn das Auto kaputt ist oder kein Benzin im Tank hat, muss
man das Auto schieben.
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Aufgabe 1.3

Beweisen Sie die Giiltigkeit der folgenden de Morganschen Regel
der Aussagenlogik mit Hilfe einer Wahrheitstafel:

-(pANq) & —pV g

plallprg|-(prg) ]| —-p|—q|-pV-g
w | w w f f f f
w | f f w f w w
flw f w w f w
f|f f w w | w w

Spalte 4 (linke Seite) und Spalte 7 (rechte Seite) haben dieselben
Wahrheitswerte.
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Aufgabe 1.4

Beweisen Sie die Giiltigkeit einer Variante des Distributivgesetzes
der Aussagenlogik mit Hilfe einer Wahrheitstafel.

pA(gvr)<(pAq)V(pAT)

plalr|qVvr|ipA(gVvr)|lpAg|pAr|(pAg)V(pATr)
ww|w w w w W w
ww|f w w w f w
wi|f|lw w w f w w
w| f|f f f f f f
flw|w w f f f f
flw]|f f f f f f
flflw f f f f f
flf]f f f f f f
Spalte 5 (linke Seite) und Spalte 8 (rechte Seite) haben dieselben
Wabhrheitswerte.
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Aufgabe 1.5 a)

Beweisen Sie den Kettenschluss mit einer Wahrheitstafel.

zu zeigen: (p > q) A (g —r) = (p—r)

plalri(p—=q) |(@=r)|[(p=q)A(g—r)| (p—r)
wlw|w w w w w
w| f|w f w f w
flwlw w w w w
flflw w w w w
w|w]| f w f f f
wl| f|f f w f f
flwl|f w f f w
flf]f w w w w

Wenn die linke Seite wahr ist, ist auch die rechte Seite wahr.
Die Zeilen, wo die linke Seite falsch ist, spielen keine Rolle.
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Aufgabe 1.5 b)

Beweisen Sie den Kettenschluss durch Anwendung anderer logischer
Aquivalenz- und Schlussregeln.

zu zeigen: (p > g)AN(g—r) = (p—r)

(p—=aq)A(qg—r)

?1——5 (=pVag)A(qg—r) (Ersetzen der Implikation)
ﬁ; (=pA(qg—r))V(gA(g—r)) (Distributivgesetz)

(ﬁ;) -pV(gA(qg—r)) (logische Einschrankung)

= -pVr (Modus ponens)

(1.10)

?1——3>)> (p—r) vV (Ersetzen der Implikation)
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Aufgabe 1.6

Beweisen Sie das logische Prinzip des indirekten Beweises entweder
mit einer Wahrheitstafel oder durch Anwendung anderer
Logikgesetze.

zu zeigen: (-p = q) A (-p— —q) = p

(=p = q) A (=p = —q)

?:; (=p — q) A (g — p) (Kontraposition)

12

= p—=p (Kettenschluss)

(1.12)

ﬁ ——pV p (Ersetzen der Implikation durch — und V)
ﬁ pVp = p V (doppelte Negation)
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Aufgabe 1.6 (Wahrheitstafel)

zu zeigen: (—p = g) A (-p = q) = p

plal(-p—=aq) | (-p—==q) | (-p=q)A(-p— —q) |
w w w W w
w | f w w w
flw w f f
flf f w f

Wenn die linke Seite wahr ist (Spalte ganz rechts),
ist auch die rechte Seite wahr (Spalte ganz links).
Die Zeilen, wo die linke Seite falsch ist, spielen keine Rolle.
Es wurde aber sogar die Aquivalenz gezeigt.
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Aufgabe 1.7

a) Betrachten Sie die Aussageform:
VxeD3dyeD:2-y=x

Setzen Sie fiir D eine der Zahlenmengen N, Z, R, C ein,
sodass diese Aussageform eine wahre Aussage wird, und setzen
Sie fiir D eine dieser Zahlenmengen ein, sodass diese
Aussageform eine falsche Aussage wird.

wahre Aussagen (da es zu jedem beliebigen x ein y = 3 gibt):
VxeRdyeR:2-y=x
VxeCdyeC:2-y=x

falsche Aussagen (da es zu allen ungeraden x kein y = 5 aus

der jeweiligen Menge gibt):
VxeNdyeN:2.y=x
VxeZyeZ:2-y=x
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Aufgabe 1.7

b) Versuchen Sie dasselbe wie zuvor mit den Aussageformen:
VxeD3IdyeD:2-x=y und IxeDVyeD:2-x=y

Begriinden Sie, warum bei diesen beiden Aussageformen immer
nur derselbe Wahrheitswert erzielt werden kann.

Die Aussageform Vx € D 3y € D : 2- x = y ist beim Einsetzen
jeder der Zahlenmengen N, Z, R und C wahr, da es zu jedem
beliebigen x immer auch ein doppelt so groles y gibt.

Die Aussageform Ix € DVy € D : 2 - x = y ist hingegen bei
jeder der Zahlenmengen N, Z, R und C falsch, da in keiner der
Mengen eine Zahl existiert, deren Doppeltes allen Zahlen der
ganzen jeweiligen Menge entspricht.
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Aufgabe 1.8

Ordnen Sie die folgenden Bedingungen entsprechend ihrer

Schwiache/Starke an:
x2>0:x>0:x > 10,x > 10;x < 0

stark schwach
(x > 10) = (x > 10) — (x > 0) — (x® > 0)

R
(x<0)/I
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Aufgabe 1.9

Betrachten Sie die folgenden Pradikate:

H(x): x ist gliicklich.

F(x): x ist weiblich.

L(x,y): x liebt y.
Driicken Sie jede Aussage der folgenden Sitze durch formale
pradikatenlogische Formeln aus. Sie diirfen ausschlieRlich die
obengenannten Pridikate, die Konstanten Anna und Bernd, das

Gleichheitspradikat und bei Bedarf Variablen x oder y fiir
Quantoren benutzen.

Jorg Porath, Sebastian Iwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 1.9

a) Anna ist gliicklich.
H(Anna)

b) Anna liebt Bernd.
L(Anna, Bernd)

c) Bernd liebt mehrere Frauen, und seine Liebe zu Anna wird
erwidert.
dx3y : L(Bernd,x) A F(x) A L(Bernd,y) A F(y) A (x # y)
AL(Bernd, Anna) A\ L(Anna, Bernd)
d) Anna ist gliicklich, wenn Bernd sie liebt.
L(Bernd, Anna) — H(Anna)
e) Anna ist nur gliicklich, wenn Bernd sie liebt.
L(Bernd, Anna) <+ H(Anna)
f) Anna ist nur gliicklich, wenn Bernd nur sie liebt.
Vx : (L(Bernd, x) <+ x = Anna) <> H(Anna)
Alternativlosung: Vx : (((x # Anna) —
—L(Bernd, x)) A L(Bernd, Anna)) <« H(Anna)

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 1.10

Gegeben seien die folgenden Pridikate auf der Menge aller
Menschen:

o L(x,y): x liebt y

@ F(x): x ist weiblich

@ M(x): x ist mannlich
Beschreiben Sie in einem deutschen Satz, was die folgenden

Aussagen bedeuten. AuBern Sie sich dazu, ob Sie die Aussage fiir
stark (schwierig erfiillbar) oder schwach (leicht erfiillbar) halten.
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Aufgabe 1.10 a)-c)

a) Ix: M(x) — -3y : F(y) A L(y,x)

Fiir mindestens eine Person gilt: Wenn die Person méannlich
ist, dann gibt es keine Frau, welche diese Person liebt. (sehr
leicht zu erfiillen, gilt automatisch, wenn es wenigstens eine
nicht-mannliche Person gibt: Fiir x kann einfach eine solche
nicht-mannliche Person eingesetzt werden.)

dx : M(x) A=3y : F(y) A L(y,x)
Es gibt wenigstens einen Mann, der von keiner Frau geliebt
wird. (leicht zu erfiillen)

dx3y : M(x) A =F(y) A L(y, x)

Es gibt wenigstens einen Mann, der von einer Nicht-Frau
geliebt wird.

(leicht zu erfiillen)
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Aufgabe 1.10 d) - f)

d) Jy3dx: M(x) A=F(y) A Ly, x)
Es gibt wenigstens eine Nicht-Frau, die einen Mann liebt
(leicht zu erfiillen und dquivalent zu c))

e) IxVy : M(x) A (=F(y) v L(y,x))
Es gibt wenistens einen Mann, der von allen Frauen geliebt
wird.
(schwierig zu erfiillen)

f) Vy3x : M(x) A (=F(y) V L(y, x))
Jede Frau liebt einen Mann.

(schwierig zu erfiillen, aber nicht so schwer wie e),
denn e) — f))
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Aufgabe 1.11

Sei S die Menge aller Studenten, F die Menge aller Facher und
N ={1,2,3,4,5} die Menge aller Klausurnoten.
Gegeben sei das folgende Pradikat:
e hatKlausurnote(x, y, z) bedeutet, dass x die Klausurnote z im
Fach y hat.
Beschreiben Sie mit pradikatenlogischen Verkniipfungen, die
ausschlieBlich dieses Pradikat sowie Vergleichspradikate benutzen,
folgende Pradikate:
a) bestehtKlausur(x, y) bedeutet, dass x die Klausur im Fach y
besteht.
b) hatChancen(x) bedeutet, dass x mehrere Klausuren besteht.
c) mindestensSoHart(x,y) bedeutet, dass alle Studierenden, die
im Fach y durchfallen, auch in x durchfallen.
Verwenden Sie dafiir die Charakterisierung, dass man ein Fach
besteht, wenn man in der Klausur keine 5 hat, und dass man in
einem Fach durchfallt, wenn man in der Klausur eine 5 hat.
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Aufgabe 1.11

a) bestehtKlausur(x, y) bedeutet, dass x die Klausur im Fach y
besteht.
bestehtKlausur(x,y) < 3z : hatKlausurnote(x,y,z) A (z # 5)

b) hatChancen(x) bedeutet, dass x mehrere Klausuren besteht.
hatChancen(x) < Jy13y»3z13z5 : hatKlausurnote(x, y1,z1) A
hatKlausurnote(x, y2,z2) A (z1 # 5 # z2) A (y1 # y2)

c) mindestensSoHart(x,y) bedeutet, dass alle Studierenden, die
im Fach y durchfallen, auch in x durchfallen.
mindestensSoHart(x,y) < Vs : hatKlausurnote(s,y,5) —
hatKlausurnote(s, x, 5)
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Aufgabe 1.12

Driicken Sie die folgenden Sachverhalte jeweils durch eine
pradikatenlogische Verkniipfung aus, die ausschlieBlich die vier
Pradikate aus Aufgabe 1.11 benutzt sowie Vergleichspradikate:

a) Keiner, der im Briickenkurs durchfillt, hat Chancen.
Vx : mbestehtKlausur(x, Briickenkurs) — —hatChancen(x)

b) Analysis ist mindestens so hart wie Diskrete Mathematik und
Lineare Algebra.
mindestensSoHart(Analysis, Diskrete Mathematik) A
mindestensSoHart(Analysis, Lineare Algebra)

c) Nur Studierende, die Briickenkurs bestehen, haben Chancen.
Vx : bestehtKlausur(x, Briickenkurs) <+ hatChancen(x)
interpretiert den Satz so, dass alle Studierenden, die den Briickenkurs
bestehen, auch Chancen haben, d.h. noch mindestens eine andere Klausur
bestehen. Wenn man den Satz so interpretiert, dass nicht gesichert ist,
dass all diese Studierenden auch Chancen haben, dann gilt dieselbe

Ldsung wie in a)
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Aufgabe 1.12 d) - f)

d) Niemand hat in Diskrete Mathematik und Lineare Algebra
Noten, die sich um mehr als 2 unterscheiden.
VsVz1Vzy : hatKlausurnote(s, Diskrete Mathematik, z1) A
hatKlausurnote(s, Lineare Algebra, z0) —| z1 — 25 |< 2

e) Karl ist in Analysis durchgefallen, hat aber Chancen.
—bestehtKlausur(Karl, Analysis) A hatChancen(Karl)

Sind die 5 Sachverhalte in sich konsistent, d.h. kdnnen sie gleichzeitig gelten?
Ja: Karl ist zwar in Analysis durchgefallen, aber er konnte andere Klausuren

bestanden haben.

f) Erna hat Diskrete Mathematik und Analysis bestanden, aber
leider nicht Lineare Algebra.
bestehtKlausur(Erna, Diskrete Mathematik) A
bestehtKlausur(Erna, Analysis) A —bestehtKlausur(Erna, Lineare Algebra)
Sind auch alle 6 Sachverhalte in sich konsistent?
Nein: Da Analysis mindestens so hart wie Lineare Algebra ist, Erna aber in

Lineare Algebra durchgefallen ist, miisste sie in Analysis auch durchfallen.
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Aufgabe 1.13

Linda liest sich den Abschnitt iiber ihre Beziehungen aufmerksam
durch und findet, dass die Autoren das viel zu umstandlich
beschrieben haben. Sie will in Formel (1.30) darauf verzichten, dass
explizit formuliert wird, dass sie Erwin nicht liebt, und stattdessen
die Implikation durch eine Aquivalenz ersetzen, also:

(Vu (Schwager(u, Hans) A (u # Erwin)) < L(Linda, u))

Ist das wirklich dieselbe Aussage wie in Formel (1.30) oder besteht
ein Unterschied?

Nein, das ist eine zu scharfe Aussage: Mit der oben angegeben
Formel wird zwar sichergestellt, dass Linda Erwin nicht liebt, aber
sie liebt dann auch nur die anderen Schwager von Hans und sonst
niemanden mehr auf der Welt. Das wurde in dem urspriinglichen
Satz Linda liebt jeden Schwager von Hans auBer Erwin aber nicht
ausgesagt. Dort steht nicht, dass Linda nicht noch jemand anders
lieben darf.
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Aufgabe 2.1

a) Stimmt das? Begriinden Sie lhre Antwort.

{N,E,M, 0} ={O,M,E,N}
Ja, beide Mengen enthalten dieselben 4 Elemente. Es kommt
bei der Aufzihlung nicht auf die Reihenfolge an.

b) Ist das korrekt? Begriinden Sie lhre Antwort.

{N,0,M,E,N} = {0, M, E,N}
Ja, beide Mengen enthalten dieselben 4 Elemente. Es kommt
bei der Aufzahlung nicht auf die Vielfachheit der Erwdhnung
an (hier wird N zweimal erwdhnt).

c) lIst das eine Menge?

{N,O0, T,E}U{V, &} U{B,A U,M, E}
Ja, es handelt sich um die Menge
{N,O, T,E,Q, &, B,A, U, M}. Sie enthalt 10 Elemente. Es
ist egal, wie unterschiedlich die Elemente in einer Menge sind.
Sie miissen nicht alle aus derselben Grundmenge stammen.
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Aufgabe 2.2

Geben Sie folgende Mengen in Elementschreibweise an:

a) A={x e N:x <10}
A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

b) B={xcR:3IycA:x>=y}
B = {_3’ _\/g) _ﬁ7 _\/67 _\/57 _27 _\/§7 _\/57 _1707
17\/57\/§727\/§7\/67\/?7\/§73}
c) C={xecR:JycA:y>=x}
C = {0,1,4,9,16,25, 36,49, 64,81}
d) D={xeR:dyeA:x-y=—x}
D = {0}

e) E={xeR:3ycA:y=—-x>-1}
E={}
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Aufgabe 2.3

Es sei die folgende Universalmenge Q = {p, q,r,s, t,u, v, w} gegeben.
Gegeben seien die folgenden Mengen A, B und C:
A={p,q,r,s} B={r,u,w} C={q,s,t,v}
Geben Sie die Elemente der folgenden Mengen an:
a) BnC={}

C={p,r,uw}
ANnBNC={}

\ C

ANC={p,r t v}

(B) = {0, {r}, {u}, {w}, {r,u}, {r,w}, {u,w}, {r,u,w}}
(A\(B\ C)) ={0,{p},{a}. {s},{p,a},{p,s}.{a,s}. {p,q,s}}
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Aufgabe 2.4

Bestimmen Sie, ob wahr oder falsch:
a) {} €£{2,4,6} wahr

b) {3} € {{1}, {2}, {3}} wahr
c) {2} € {2,4,6} wahr

d) {2} €{0,1,2,3,4} falsch
e) {1} < {{0},{1},{2}} falsch
f) {2,4,6} C {{2},3,4,{5},6} falsch
g) (3,4) = (4,3) falsch

h) (1,2) € {(3,1),(2,1),(4,8)} falsch
D)

{2,
3,
(1,

{(1,2),(3,2)} € {(3,1),(1,2),(2,3),(4,8),(3,2)} wahr
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Aufgabe 2.5

Bilden Sie folgende Ergebnismengen und untersuchen Sie jeweils,
ob die Menge {1} eine Teilmenge oder ein Element der
Ergebnismenge ist:

a) ({12,330 0) x P({1}) = {1,2,3} > {{}, {1}}
= 1L {3 (1,411, (2:{1), (2, {11), (3, {}), (3: {1})}
somit: {1} ¢ Ergebnismenge und {1} ¢ Ergebnismenge

b) ({1,2,3} x D) UP({1}) = {} UP({1}) = P({1}) = {0, {1}}

somit: {1} € Ergebnismenge aber {1} ¢ Ergebnismenge

o) ({1,2,3t UD)UP({1}) = {1,2,3L U{{}, {1}}
={0,{1},1,2,3}
somit: {1} € Ergebnismenge und {1} C Ergebnismenge
d) ({1,2,3} x0) x P{1}) =0 x P({1} =0
somit: {1} ¢ Ergebnismenge und {1} ¢ Ergebnismenge

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 2.6

Stimmen die folgenden Aussagen fiir eine beliebige Menge M?
Begriinden Sie lhre Antwort.

a) (MNOg(M)) € B(M)
b) (M OF(M)) € F(M)

Ja. Die Schnittmenge zweier Mengen ist jeweils Teilmenge der
beiden Mengen.

Somit ist (M NP(M)) C B(M)

Und da (M NSB(M)) C M ist (M N P(M)) € B(M) weil alle
Teilmengen von M Elemente von ‘B(M) sind.

Beispiel:

M ={1{1}} = PM) = {0, {1}, {{1}}.{1,{1}}}
MOP(M) = {{1}}

{{1}} € B(M) und {{1}} € B(M)
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Aufgabe 2.7

Geben Sie {3,0,1,0,1,3} x {301,103,301} explizit an.

{3,0,1,0,1,3} = {0,1,3}
{301, 103,301} = {103,301}

{3,0,1,0,1,3} x {301,103,301} = {0,1,3} x {103,301}
= {(0,103),(0,301), (1, 103), (1,301), (3,103), (3,301)}

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 2.8

Demonstrieren Sie anhand der Mengen M; = {1,2}; M» = {2,3}
und N = {a, b, c} das Distributivgesetz fir (M; U M2) x N, indem
Sie die Zwischenergebnisse angeben.

Linke Seite:

(MiUM,) x N=({1,2} U{2,3}) x {a, b, c}

={1,2,3} x {a, b, c}
={(1,4),(1,6),(1,¢),(2,9),(2,),(2,¢),(3,2), (3, b), (3, €)}

Rechte Seite:
(My x N)U (My x N) = ({1,2} x {a,b,c})U({2,3} x {a, b, c})
={(1,2),(1,6),(1,¢).(2,2), (2 b),(2,c)}

U {(2,2),(2,0),(2,¢).(3,a),(3,b),(3,c)}
={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,2),(2,b),(2,¢),(3,2),(3,b),(3, )}

Die linke und rechte Seite sind gleich und damit das
Distributivgesetz erfiillt. v/
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Aufgabe 2.9 a)

Jede der folgenden Bedingungen definiert eine Relation auf Z.
Entscheiden Sie jeweils, ob die Relation reflexiv, symmetrisch,
antisymmetrisch, transitiv oder linear ist.

a) x — y ist eine ungerade ganze Zahl

e nicht reflexiv, da 0 gerade ist

e symmetrisch, da die Differenz zwischen einer geraden und einer
ungeraden Zahl unabhingig von der Reihenfolge ungerade ist

e nicht antisymmetrisch, da bereits symmetrisch aber nicht reflexiv

e nicht transitiv, da x und y dann wieder zwei gerade oder zwei
ungerade Zahlen wiren

e nicht linear, da immer genau eine gerade und eine ungerade Zahl
bendtigt werden
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Aufgabe 2.9 b)

b) x — y ist eine gerade ganze Zahl

o reflexiv, da 0 gerade ist

e symmetrisch, da die Differenz zwischen zwei geraden oder zwei
ungeraden Zahlen unabhingig von der Reihenfolge gerade ist

e nicht antisymmetrisch

e transitiv, da immer nur entweder gerade oder ungerade Zahlen
in Relation stehen

e nicht linear, da eine gerade und eine ungerade Zahl nicht in
Relation stehen

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 2.9 c)

c) x*y ist eine gerade ganze Zahl

nicht reflexiv, da das Produkt von zwei ungeraden Zahlen
ungerade ist

symmetrisch, da fiir die Multiplikation das Kommutativgesetz
gilt

e nicht antisymmetrisch
e nicht transitiv: 3 ¥4 =12, 4 *5 =20, aber3*5 =15
e nicht linear, da zwei ungerade Zahlen nicht in Relation stehen
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Aufgabe 2.9 d)

d) x/y ist eine ganze Zahl

nicht reflexiv, da 0/0 nicht definiert ist
nicht symmetrisch, da der Kehrwert einer ganzen Zahl nur bei 1
eine ganze Zahl ist

e nicht antisymmetrisch, z.B.: (-3, 3) und (3, -3)
e transitiv, da das ganzzahlige Vielfache von dem ganzzahligen

Vielfachen einer Zahl auch das ganzzahlige Vielfache dieser Zahl
ist
nicht linear, z.B. 3 und 7
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Aufgabe 2.10

Betrachten Sie die Menge
M = {Berlin, London, Deutschland, Paris, Frankreich, Hamburg}

und die Relation ~ auf M mit:
x~y < xliegtim Land y oder

x enthalt als Stadt y oder
x liegt im selben Land wie y oder
x enthilt dieselben Stidte wie y

Begriinden Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist und geben Sie
eine Aufteilung der Menge M an, die zeigt, welche Elemente
zueinander in Relation stehen.

3 Aquivalenzklassen:

Mpbeutschiand = {Deutschland, Berlin, Hamburg}
MEngIand = {London}

Meyankreich = {Frankreich, Paris}
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Aufgabe 2.10

Die Relation ~ ist reflexiv, symmetrisch und transitiv und somit
eine Aquivalenzrelation:

Reflexivitat: Jede Stadt liegt im selben Bundesland, wie sie selbst.
Und jedes Land enthilt die selben Stadte wie es selbst.
VxeM:x~x

Symmetrie: Wenn eine Stadt in einem Land liegt, enthilt dieses
Land auch diese Stadt und umgekehrt. Wenn eine Stadt im selben
Land wie eine andere Stadt liegt, gilt dies auch umgekehrt. Da eine
Stadt immer nur in einem Land liegt, steht kein Land mit einem
anderen auler mit sich selbst in Relation, wodurch die Symmetrie
automatisch gegeben ist. Vx,y e M : x ~y & y ~ x

Transitivitdt: Da jede Stadt eindeutig einem Land zuzuordnen ist,
wird auch die Transitivitdt nicht verletzt.
VX, ¥y, ZEM:ix~yANy~z = x~zZ
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Aufgabe 2.11

Sei M = {1,2,3,4,5,6}. Konstruieren Sie eine Aquivalenzrelation
R, die aus 3 Aquivalenzklassen besteht. Dabei soll die erste
Aquivalenzklasse aus genau einem Element, die zweite aus genau
zwei Elementen und die dritte aus genau drei Elementen bestehen.
Definieren Sie die Relation R € M x M durch Angabe der
Aquivalenzklassen. Geben Sie die Aquivalenzklassen explizit an, und
schreiben Sie dann die Relation als Teilmenge des Kreuzprodukts

explizit auf.
o A ={1}
o Ay =1{2,3}
e A; ={4,5,6}

e R=14{(11), (2,2), (2,3), (3,2), (3,3), (4,4), (4,5), (4,6), (5.4),
(5,5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6)} C M x M
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Aufgabe 2.12 a)

Gegeben sei die Menge M = {1,2,3,4,5}.

o Konstruieren Sie eine Aquivalenzrelation auf M, welche die
Elemente (1,3) und (5, 3) enthilt, aber nicht die Elemente
(1,2) und (4,5).

R=1{(1,3),(3,1),(5,3),(3,5),(1,1),(2,2),(3,3), (4, 4),
(5,5),(1,5),(5,1)}
o Geben Sie die Aquivalenzklassen an.

M; = {1,3,5}
My = {274}
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Aufgabe 2.12 b)

Gegeben sei die Menge M = {1,2,3,4,5}.

@ Konstruieren Sie eine totale Ordnungsrelation auf M, welche
die Elemente (1, 3) und (5, 3) enthilt, aber nicht die Elemente
(1,2) und (4,5).

R ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5),(1,3), (5,3)
(2,1),(5,4),(2,5),(2,4),(2,3), (1,5), (1, 4),(4,3)}

@ Zeichnen Sie das entsprechende Hasse-Diagramm.

3
|
4
|
5
|
1
|
2
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Aufgabe 2.13

Gegeben sei die Menge M = {{1},{3},{1,3},{1,2,3}}.

Bilden Sie die Relation {(x,y) € M x M | x C y}. Zeigen Sie, dass
es sich hier um eine Ordnungsrelation handelt, und zeichnen Sie das
zugehdrige Hassediagramm.

{(x,y) EMXxM|xCy}= {1,2,3} Maximum
{({1}, 1), ({1}, {1,3}), ({1}, {1, 2,3}), |

({3}, {3}), ({3}, {1,3}), ({3}, {1,2,3}), 1,3}
({1,3},{1,3}), ({1,3}, {1,2,3}), SON
({17273}7{17273})} {1} {3} Irir?(lanr:;gitz

Die Relation ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv aber nicht
linear und somit eine partielle Ordnungsrelation:

Reflexivitat: Vx € M : x C x

Antisymmetrie: Vx,y e M: x Cy Ay Cx = x=y
Transitivitdt: Vx,y,ze M. xCyAyCz — xCz

keine Linearitat: {1} ¢ {3} A {3} ¢ {1}
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Aufgabe 2.14 a)

a) Geben Sie die zugehdrige Menge M an, fiir die das
Hassediagramm eine Ordnungsrelation beschreibt.

o M=1{1,23,56 (23), {} R L}
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Aufgabe 2.14 b)

b) Stellen Sie die Ordnungsrelation in Aufzdhlungsschreibweise
(Elementdarstellung) dar. Hinweis: Es sind 26 Elemente.
s RCMxM={(11),(1,2), (1,3), (1,5), (1,(2:3)), (1.6),
({1{}) ({}2), ({1.3), ({1.5), ({}(2:3), ({}.6). (2,2), (2.3),
(2,5), (2.(2:3)), (2,6). (3,3), (3.5). (3,(2:3)). (3.6). (5.5),
((2:3).(2:3)). (6,6), (RR), (L.L)}

—~—
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Aufgabe 2.14 c)

maximale
minimale
Elemente

c) Markieren Sie die minimalen und maximalen Elemente.
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Aufgabe 2.14 d)

d) Ist die Ordnungsrelation total oder partiell? Begriinden Sie Ihre
Antwort. Die Ordnungsrelation ist partiell, da sie nicht linear ist:
Nicht jedes Element steht mit jedem anderen in irgendeiner
Reihenfolge in Relation zueinander.
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Aufgabe 2.15

Betrachten Sie die Relation R = ,ist Teilmenge von" auf
{E,O, U, H, G}, wobei

E = {x | Jy : x ist Elternteil von y}

O = {x | Jy : x ist GroRvater oder GroRmutter von y}

U = {x | Jy : x ist UrgroRvater oder UrgroBmutter von y}
H = {x |3y : x und y haben genau 1 Elternteil gemeinsam}

G = {x | dy : x und y haben mindestens 1 Elternteil gemeinsam}.

E.O,U,H und G sind definiert fiir alle Menschen, die leben bzw.
gelebt haben.

Geben Sie an, ob R total (linear) ist oder nicht. Erstellen Sie ein
Hassediagramm und kennzeichnen Sie die maximalen und
minimalen Elemente bzw. das Maximum und Minimum.

Tipp: Es ist zu beachten, dass zwar alle Menschen genau zwei
Eltern haben, aber nicht notwendigerweise Kinder.
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Aufgabe 2.15

R = ,ist Teilmenge von" auf {E, O, U, H, G}, wobei

E = {x | Jy : x ist Elternteil von y}

O = {x | Jy : x ist GroRvater oder GroBmutter von y}

U = {x | Jy : x ist UrgroRvater oder UrgroBmutter von y}

H = {x |3y : x und y haben genau 1 Elternteil gemeinsam}

G = {x | Jy : x und y haben mindestens 1 Elternteil gemeinsam}.

G soll die Menge der Geschwister ! sein und H die Menge der
Halbgeschwister.

Auf jeden Fall ist R ist nicht linear, da H in keiner
Teilmengenrelation zu E, O und U steht und auch nicht umgekehrt:
Jemand, der Kinder hat, muss keine Halbgeschwister haben, und
jemand, der Halbgeschwister hat, muss keine Kinder haben.

!Diese Definition von G ist nicht ganz korrekt, wie spiter gezeigt wird
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Aufgabe 2.15

Das Hasse-Diagramm hangt davon ab, wie man G interpretiert:
Wenn man die Definition von G so wie in dieser Aufgabe festlegt,
dann gehort jeder Mensch zu G, weil er mit sich selbst mindestens 1
Elternteil gemeinsam hat.

Dann ist das die Losung fiir das Hasse-Diagramm:

G
E

H
o}
u
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Aufgabe 2.15

Wenn man G dagegen als Menge von Personen definiert, die echte
Geschwister haben, und festlegt, dass keiner sein eigener Bruder
oder Schwester ist, dann ist das die Lésung fiir das
Hasse-Diagramm:

maximale
Elemente ™= E

/

G

H
\

minimale
Elemente > U
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Aufgabe 2.16

Entscheiden Sie, welche der folgenden Relationen auf der Menge
aller Menschen

e Aquivalenzrelationen sind,

@ Halbordnungen oder totale Ordnungen sind,

@ Funktionen sind.

Zeigen Sie, dass lhre Antwort korrekt ist (durch Beweis oder
Widerlegung: Sie kdnnen dazu natiirliche Sprache verwenden).
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Aufgabe 2.16 a)

X~y <—
a) Alle Kinder von x sind auch Kinder von y.
o keine Aquivalenzrelation, da nicht symmetrisch: Alle Kinder von
x kdnnen auch Kinder von y sein. Y kann aber weitere Kinder
haben, die nicht von x sind. (auBerdem: reflexiv, nicht transitiv)
o keine Ordnung, da nicht antisymmetrisch: Ein Elternpaar kann
ausschlieBlich gemeinsame Kinder haben. (auBerdem: nicht
linear)
o keine Funktion, da nicht rechtseindeutig: Es gibt Menschen, die
mit mehreren anderen Menschen gemeinsame Kinder haben.
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Aufgabe 2.16 b)

X~y =
b) x ist mit y blutsverwandt, d.h. sie haben einen gemeinsamen
Vorfahren innerhalb der letzten 100 Jahre.

o keine Aquivalenzrelation, da nicht transitiv: Die Halbgeschwister
x und y kdnnen einen gemeinsamen Vater und die
Halbgeschwister y und z eine gemeinsame Mutter, aber x und z
unterschiedliche Eltern haben.

(aber: reflexiv und symmetrisch)

o keine Ordnung, da nicht antisymmetrisch: Zwei unterschiedliche
Menschen kdnnen gemeinsame Vorfahren haben (z.B.
Geschwister). (auBerdem: keine Transitivitdt und keine
Linearitat)

o keine Funktion, da nicht rechtseindeutig: Die meisten Menschen
haben mehrere Blutsverwandte (z.B. zwei Eltern mit GroReltern
innerhalb der letzten 100 Jahre). (aber: linksvollstandig durch
Eltern)
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Aufgabe 2.16 c)

X~y =
c) x ist mit y in direkter Linie blutsverwandt (einer von beiden ist
Vorfahre des anderen).

o keine Aquivalenzrelation, da nicht reflexiv: Niemand ist sein
eigener Vorfahre.

( wenn doch, dann reflexiv und somit Aquivalenzrelation)
(aber: symmetrisch und nicht transitiv)

o keine Ordnung, da nicht antisymmetrisch: Es sind immer nur
zwei unterschiedliche Menschen miteinander in direkter Linie
wechselseitig blutsverwandt. (auBerdem: nicht linear)

o keine Funktion, da nicht rechtseindeutig: Alle Menschen auRer
Adam und Eva haben mehrere Vorfahren, und Adam und Eva
sind die Vorfahren von allen anderen Menschen. (aber:
linksvollstindig, da jeder Vorfahren hat, bzw. Adam und Eva
Nachkommen haben)
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Aufgabe 2.16 d)

X~y =
d) x ist mit y verheiratet oder x und y haben gar keinen
Ehepartner.

o keine Aquivalenzrelation, da nicht reflexiv: Es gibt (viele)
Menschen die einen Ehepartner haben, aber nicht mit sich selbst
verheiratet sind. (aber: symmetrisch und soll in Deutschland
transitiv sein)

o keine Ordnung, da nicht antisymmetrisch: Es sind immer nur
zwei unterschiedliche Menschen miteinander wechselseitig
verheiratet. (auBerdem: nicht linear, da Verheiratete nur mit
dem Ehepartner in Relation stehen)

o keine Funktion, da nicht rechtseindeutig: Zwar sollte jeder nur
mit maximal einem Menschen verheiratet sein, aber Singles
kénnen auf mehrere andere Singles treffen. (aber:
linksvollstindig, da jeder verheiratet ist, oder keinen Ehepartner

hat)
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Aufgabe 2.17

Betrachten Sie die Mengen M = {1,2,3,4,5} und N = {a, b, c}
Es sei f : M — N eine Funktion mit f(1) = a, f(2) = b.

a) Geben Sie weitere Funktionswerte an, so dass f alle
Funktionseigenschaften erfiillt.
f(3)=c, f(4)=a, f(5)=0b

b) Schreiben Sie f in Relationsdarstellung (als Teilmenge des

Kreuzprodukts) auf.
FcMxN={(1,), (2,b), (3,c), (4,a), (5b)}
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Aufgabe 2.18

Sei
Pe={(xy) ERXR:y <x*}
eine Relation auf R.

a) Skizzieren Sie P< in einem Koordinatensystem.

b) Untersuchen Sie, ob P< reflexiv, symmetrisch, transitiv oder
antisymmetrisch ist, und begriinden Sie jeweils lhre Antwort.

c) Ist P< eine Funktion? Begriinden Sie Ihre Antwort.
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Aufgabe 2.18 a)

Sei
P ={(x,y) ERxR:y < x?}

eine Relation auf R.

a) Skizzieren Sie P< in einem Koordinatensystem.
e Die Normalparabel und der Bereich darunter bis -co

y

- N W s

Lésungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.
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Aufgabe 2.18 b)

Sei
P<c={(x,y) ERxR:y <x*}
eine Relation auf R.

b) Untersuchen Sie, ob P< reflexiv, symmetrisch, transitiv oder
antisymmetrisch ist, und begriinden Sie jeweils lhre Antwort.

nicht reflexiv, daVx e R: (0 < x < 1) = x> x?

o nicht symmetrisch, da z.B. 2 < 52 aber 5 > 22

o nicht transitiv, da z.B. 5 < 32 und 3 < 22 aber 5 > 22

e nicht antisymmetrisch, da z.B. 2 < 3% und 3 < 22
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Aufgabe 2.18 c)

Sei
Pe={(x,y) ERxR:y <x*}
eine Relation auf R.

c) Ist P< eine Funktion? Begriinden Sie lhre Antwort.

o Nein. P< ist zwar linksvollstidndig, aber nicht rechtseindeutig:
Zu jedem x € R gibt es unendlich viele y € R fiir die gillt:
y <x?
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Aufgabe 2.19

Betrachten Sie folgende Mengen und begriinden Sie, welche eine
Funktion von R — R ist und welche nicht:

a) {(x,y) eRxR:x+y=1}
Funktion von R — R, da linksvollstandig und rechtseindeutig:
Fiir alle x € R gibt es genau ein y € R, so dass x + y = 1 gilt.
Dabeiist y =1 — x

b) {(x,y) ERxR:x?+y?=1}
Keine Funktion: Nicht linksvollstandig, da fiir [x|€ R > 1 kein
y € R definiert ist (y? < 0). Zudem nicht rechtseindeutig, da
fir —1 < x < 1 jeweils zwei y mit unterschiedlichem
Vorzeichen existieren.

o) {(x,y) eERxR:x34y3=1}
Funktion, wie bei a) aber mit y = v/1 — x3
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Aufgabe 2.20

Gegeben sei die Menge M = {1,2,3,4,6,8,12, 16, 24,48}.
Betrachten Sie die Relation

R =

{(x,y) € M x M| x ist Teiler von y}

a) Untersuchen Sie, ob R eine Aquivalenzrelation oder

Ordnungsrelation (partiell oder total) ist.

partielle Ordnungsrelation (reflexiv, antisymmetrisch, transitiv,
aber nicht linear)

@eben Sie gegebenenfalls die /48\
Aquivalenzklassen oder das 16 /24\
Hasse-Diagramm an. g 12
Hier gibt es also ein N

. . N
Hasse-Diagramm (siehe N0y
nebenstehend). N
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Aufgabe 2.20 c)

c) Begriinden Sie, warum R keine Funktion ist, und geben Sie
eine Teilmenge von R an, die eine Funktion ist.

nicht rechtseindeutig, z.B. (2,4) und (2,6)

R =
{(1,2),(2,4), (3,6), (4,8), (6,12), (8, 16), (12, 24), (24, 48)}
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Aufgabe 2.21

Gegeben seien folgende Mengen und Relationen:
A=1{1,2,3,4,5}
B ={a,b,c}
Ri ={(1,a);(2,b);(3,¢c); (4,b);(5,b)} CAxB
Ry ={(a,1): (a,2): (a,3): (
R: ={(1,b);(3,c)} CAxB

a) Bilden Sie:

Ry = Ry o Ry = {(a,a); (a,b); (a,0)}
Rs = Ry o Ry = {(1.1); (1,2); (1.3); (1.4); (15)}
Re = R3 o R2 = {(a,b) (a,c)}
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Aufgabe 2.21

A=1{1,2,3,4,5} B={a,b,c}

b) Geben Sie fiir jede der 7 Relationen an, ob sie eine Funktion ist
und begriinden Sie lhre Antwort.

Ry = {(17 a); (27 b); (37 C); (47 b); (55 b)}
linksvollstdndig und rechtseindeutig = Funktion
Ra ={(a,1);(a,2);(a,3): (a,4): (2,5)}
weder linksvollstdndig noch rechtseindeutig = keine Funktion
Rs ={(1,b); (3,¢)}
nicht linksvollstdndig aber rechtseindeutig = keine Funktion
Ry = Rio Ry ={(a,a);(a,b) (ac)}
weder linksvollstandig noch rechtseindeutig = keine Funktion
Rs = Roo Ry = {(L 1); (17 2); (17 3)' (174); (13 5)}
weder linksvollstdndig noch rechtseindeutig = keine Funktion
Re = Rz o Ry = {(a, b); (a,¢)}
weder linksvollstandig noch rechtseindeutig = keine Funktion
R7 = R2 o R3 - {}
nicht linksvollstandig aber rechtseindeutig = keine Funktion
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Aufgabe 2.21

A=1{1,2,3,4,5} B={a,b,c}

c) Geben Sie ferner an, welche der 7 Relationen injektiv bzw.
linkseindeutig und welche surjektiv bzw. rechtsvollstandig ist.
Rl = {(17 a); (2v b)v (37 C); (4? b)v (57 b)}
nicht injektiv aber surjektiv
Ro = {(2,1); (2.2); (2.3); (2. 4): (2,5)}
linkseindeutig und rechtsvollstindig, nicht bijektiv, da keine Funktion
R3 = {(17 b)v (37 C)}
linkseindeutig aber nicht rechtsvollstandig
Ry =Ry0oRy={(a,a);(a,b):(a,c)}
linkseindeutig und rechtsvollstandig, nicht bijektiv, da keine Funktion
Rs = Ryo Ry ={(1,1);(1,2);(1,3); (1,4);(1,5)}
linkseindeutig und rechtsvollstandig, nicht bijektiv, da keine Funktion
Re = R3o Ry = {(‘97 b), (37 C)}
weder linkseindeutig noch rechtsvollstindig
R7 = RQ o R3 - {}
linkseindeutig aber nicht rechtsvollstindig
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Aufgabe 2.21

d) Bilden Sie fiir alle 7 Relationen die Inverse. Ist eine der
Relationen eine umkehrbare Funktion?
R = {(1,2);(2,b): (3, ¢); (4,b); (5,b)}
Ry ™ ={(a,1);(b,2); (c,3); (b 4); (b,5)}
R ={(a,1);(a8,2);(a,3);(a,4); (8,5
Ryt ={(1,a);(2,a); (3,a); (4, a);
Rs = {(1,b); (3, ¢)}
Ryt = {(b,1);(c,3)}
Ry = Ri0o Ry ={(a,a);(a,b) (ac)}
Ryt ={(a,a); (b,a); (c,a)}
Rsl—RzoRl—{(l 1);(1,2);(1,3):(1,4); (1,5)}
Rs ™ = {(1,1);(2,1); (3, )(4 1);(5,1)}
R6 Rs o Ry = {(a, b); (a,c)
Ry ' = {(b,a); (c, a)}
R7 = RQ 0] R3 = {}
R ={}

Nur die Inversen R;l., R;l, Rgl sind Funktionen, aber Ry, R4, Rs
sind keine Funktionen. == keine umkehrbare Funktion!

=
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Aufgabe 2.22)

Gegeben sind drei Grundmengen
M ={1,2,3,4,5}
N ={a, b,c,d}
P =1{2,3,4,56}

a) Definieren Sie zwei Relationen Ry C M x N und Ry C N x P
so, dass wenigstens eine der beiden keine Funktion ist aber die
Komposition R, o Ry trotzdem eine Funktion ist.

o Ry C Mx N={(1,a);(2,a);(3,b); (4,c); (5,b);(5,¢)}
o R, C N x P={(a3);(b,5);(c,5)}

o RyoRy C Mx P=1{(1,3):(23);(3,5); (4,5); (5,5)}
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Aufgabe 2.22)

M =1{1,2,3,4,5} N={a, b,c,d} P={2,3,4,5,6}

b) Definieren Sie Funktionen f : M — N und g : N — P, sodass f
nicht injektiv ist und g nicht surjektiv. Begriinden Sie, warum
g o f weder injektiv noch surjektiv sein kann.
o FC Mx N={(1,a);(2,b);(3,¢c); (4,d); (5,a)}
o GC NxP={(a2);(b,3);(c,4);(d,5)}

e GoFCMxP=1{(1,2)(2,3);(3,4);(4,5); (5,2)}

Da wegen der fehlenden Injektivitdt bei F mindestens ein
Funktionswert mehrfach abgebildet wird, wird auch bei der
Verkniipfung mit G mindestens ein Funktionswert mehrfach
abgebildet.

Da wegen der fehlenden Surjektivitat bei G nicht alle
Funktionswerte von P erreicht werden, werden diese auch bei
der Verkniipfung nicht erreicht.
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Aufgabe 2.22)

M:{172’37475} N: {a7b7cﬂd} P: {27374’576}

c) Definieren Sie Funktionen f : M — N und g : N — P, sodass f
nicht surjektiv ist und g nicht injektiv. Begriinden Sie, warum
g o f weder injektiv noch surjektiv sein kann.
o FC MxN=1{(1,a);(2,b);(3,¢c); (4,a);(5,b)}
o GC NxP={(a2);(b,3);(c,4); (d,2)}

o GoF C Mx P=1{(1,2);(23); (3,4); (4,5); (52)}

Da N nicht michtiger ist als M, kann F auch nicht injektiv sein.
Da N nicht machtiger ist als P, kann G auch nicht surjektiv sein.
Somit gilt das gleiche wie bei b).
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Aufgabe 2.22)

M =1{1,2,3,4,5} N={a,b,c,d} P={2,3,4,5,6}

d) Verédndern Sie die Menge N durch die Hinzunahme von
Elementen so, dass Sie zwei Funktionen f : M — N und
g : N — P definieren kénnen, von der eine nicht injektiv und die
andere nicht surjektiv ist, aber die Komposition g o f sogar
bijektiv ist.
Hinweis: Sie kdnnen sich nicht aussuchen, welche der beiden
Funktionen nicht injektiv und welche nicht surjektiv ist. Es geht
nur in einer Reihenfolge.

o N={a,b,c,def}

o FCMxN={(1,a); (2 b);(3,c); (4,d); (5 e)}
o GCNxP={(a2);(b3);(c.4); (d,5); (e.6), (f.2)}

e GoFCMxP=1{(1,2);(2,3):(3.4); (4,5);(5,6)}
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Aufgabe 2.23

Gegeben sind folgende Funktionen:

Untersuchen Sie diese jeweils auf Injektivitdt und Surjektivitat.
Begriinden Sie lhre Aussagen (Nachweis oder Gegenbeispiell).
Geben Sie (falls méglich) die Umkehrfunktion an.
a) f: R=>Rmit f(x) =x®+x—2

y=x>4+x-2 0=x>+x—-2—y

ex=-3t \/1+2+y=-1+,/2+y

= firy < —% nicht definiert = nicht surjektiv

= firy > —% zwei Urbilder = nicht injektiv
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Aufgabe 2.23

Gegeben sind folgende Funktionen:

Untersuchen Sie diese jeweils auf Injektivitdt und Surjektivitat.
Begriinden Sie lhre Aussagen (Nachweis oder Gegenbeispiel!).
Geben Sie (falls moglich) die Umkehrfunktion an.

b) £ R\{—2}—>R\{1} mit f(x) = 3y +1

_ _ 3 _
@X+2:y%1 & x:%—2
<: Alle Werte y € R\ {1} werden iiber x =

einem x € R\ {—2} erreicht — surjektiv

3 .
m—let

= Fijr jedes y € R\ {1} gibt es nur den eindeutigen Wert
—2e R\ {—2} — injektiv

F1: R\ {1} — R\ {2} mit F~1(x) = 3y -2
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Aufgabe 2.24

Gegeben seien die Mengen M = {a, c,e,g,i} und N = {b,d, f, h}.
Gegeben seien ferner zwei Funktionen F: M — N und G : N — M.

a) Welche Eigenschaft (injektiv, surjektiv, bijektiv,
linksvollstandig, rechtseindeutig) hat F garantiert nicht?
Welche hat G nicht? Bitte begriinden Sie lhre Antwort.

F : M — N kann nicht injektiv sein, da M machtiger ist als N,
also mindestens zwei Elemente von M auf das gleiche Element
von N abgebildet werden.

G : N — M kann nicht surjektiv sein, da M machtiger ist als
N, also auf mindestens ein Element von M keines von N
abgebildet wird.

Beide Funktionen sind somit auch nicht bijektiv.

b) Konstruieren Sie zwei Funktionen F und G, die wenigstens alle
anderen oben genannten Eigenschaften erfiillen.
F:M— N={(a,b),(cd),(er) (g, h),(ih)}
G:N—M={(b,c),(d,e),(f,g),(hi)}
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Aufgabe 2.25

Begriinden Sie, warum es in der Theorie keine bijektive Abbildung
F : Personen — Kalenderdaten — in Form von (Tag, Monat) —
zwischen den Mitgliedern einer FuBballmannschaft und dem
zugehorigen Geburtsdatum geben kann.

Kann zumindest theoretisch wenigstens eine der beiden
Eigenschaften Injektivitdt oder Surjektivitdt erreicht werden?

o |Kalenderdaten| > |Personen| (366 > 11)
Damit kann es nach dem Schubfachprinzip keine surjektive
Abbildung geben, da mit nur 11 Personen nicht alle 366 Tage
erreicht werden kdnnen.

@ Wenn alle Mannschaftsmitglieder an unterschiedlichen Tagen
Geburtstag haben, ist die Abbildung immerhin injektiv.
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Aufgabe 2.26

Zeigen Sie, dass die Menge aller Quadratzahlen und die Menge der
natiirlichen Zahlen gleichmachtig sind.

Zwei (unendliche) Mengen sind gleichmachtig, genau dann, wenn
eine bijektive Funktion existiert, die die eine auf die andere abbildet.
Sei M die Menge aller Quadratzahlen, dann ist f : N — M mit
f(n) = n? eine bijektive Funktion, mit der alle natiirlichen Zahlen
auf alle Quadratzahlen abgebildet werden.

Surjektivitdt: Die Funktion f erreicht nicht alle natiirlichen Zahlen,
sondern nur die Quadratzahlen. Das ist aber genau M. Also wird
jedes Element aus M erreicht.

Injektivitit: Sei f(n) = f(p). Dann ist n?> = p? und somit n = p.
f(n) = n? ist also eine bijektive Funktion von der Menge der
natiirlichen Zahlen nach der Menge aller Quadratzahlen und somit
sind beide Mengen gleichmichtig.

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 2.27

Gegeben sei eine bijektive Abbildung F : N — Q% nach dem
Cantorschen Diagonalverfahren.

Hierbei enthilt N die Null und Q* ist die Menge der positiven
rationalen Zahlen.

1123 1123 405 531
{1727 3 ’ 3 Zv§7§74a57gv67571a§7§76777§a§777“'}

a) Geben Sie die Elemente F(5), F(10), F(15) und F(20) an
Da F(0) =1 gilt:
FB)=%  Fa0)=% FOs)=3 F0)=}
b) Bestimmen Sie die Indizes n mit F(n) = x fiir x = %, 3,23

F6)=%2 F(7)=3 F2 =2 F@3)=3
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Aufgabe 2.28

Geben Sie alle Elemente der  x;,x [ 0,0 ]0,1]1,0] 1,1
Booleschen  Schaltfunktionen f 0 0 0 0
fur n =2 an. fi 0 0 0 1

f; 0 0 1 0
B, ={f:{0,1}2 > {0,1}} = é ol ol 111
{(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0), £, ol 101 o0
(0,0,1,1), (0,1,0 0),(0,1,0,1), fs 0 1 0 1
(0,1,1,0),(0,1,1,1),(1,0,0,0), fe 0 1 1 0
(1,0,0,1),(1,0,1,0),(1,0,1,1), f7 0 1 1 1
(1,1,1,1)} fy 1 o] oo
Hierbei entspricht die erste fo 1 0 0 1
Position dem Funktionswert f10 1 0 1 0
von (0,0), die zweite dem von fi1 1 0 1 1
(0,1), die dritte dem von (1, 0) fi2 1 1 0 0
und die vierte dem von (1,1). fi3 1 1 0 1
fo ist die Nullfunktion und fi5 14 || 1 | 1 | 1 |0
die Einsfunktion. fis 1 1 1 1
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Aufgabe 2.29

Betrachten Sie die Menge der Booleschen Schaltfunktionen fiir
n=3:

Wihlen Sie sich zwei beliebige verschiedene Elemente aus und
weisen Sie fiir diese eine der de Morganschen Regeln nach.
Hinweis: Zeigen Sie das Gesetz fiir alle 8 verschiedenen Argumente
der Schaltfunktionen. Es sind also insgesamt 16 Werte
auszurechnen (linke und rechte Seite). Geben Sie jeweils die
Zwischenwerte an.

Menge der Booleschen Schaltfunktionen fiir n = 3:

B = {f:{0,1}3 — {0,1}} mit den Operationen i), ii), iii):

i)~ f(x1,x2,x3) = 1—1f(x1,x2,x3)
i) (F@g)(x1,x2,x3) = max{f(x1,x2,x3),g(x1,x2,x3)}
i) (f®g)(x1,x2,x3) = min{f(x1,x2,x3),g(x1,x2,x3)}
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Aufgabe 2.29

Sei p(X17X2aX3) = (0707 17
und g(x1,x2,x3) = (1,0,1

Zu zeigen: ~ (pdq)=~pR~q

linke Seite:
p®qg=(1,0,1,1,1,1,0,1)
~(p®q)=(0,1,0,0,0,0,1,0)
rechte Seite:
~p=(1,1,0,0,1,0,1,0)
~q=(0,1,0,1,0,0,1,0)
~p®~q=(0,1,0,0,0,0,1,0)
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Aufgabe 2.30 a)

a) Zeigen Sie, dass in der Teiler-Algebra fiir n = 30 beide
Distributivgesetze fiir die Elemente 2, 3 und 6 erfiillt sind.
T30 = {1,2,3,5,6,10,15,30}
kol =ggT(k, 1)

k@ | = kgV(k,I)

~ k=3

e pR(qdr)=(pRq)®(pPRr)
p:=2 q:=3 r:=6
linke Seite: kgV/(2,g8T(3,6)) = kgV/(2,3) =6
rechte Seite: ggT (kgV/(2,3), kgV/(2,6)) = ggT(6,6) =6
linke Seite = rechte Seite v/
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Aufgabe 2.30 b)

b) Demonstrieren Sie die beiden de Morganschen Regeln an den
Elementen 3 und 6.

o ~(p®qg)= (~p)@(~q)firp:=3undqg:=6
linke Seite: ~ (ggT(3,6)) =~3=3 =10
rechte Seite: kgV/(~ 3,~ 6) = kgV/ (2, 32) = kgV/(10,5) = 10
linke Seite = rechte Seite v/

o ~(p@q)= (~p)®(~q)firp:=3und g:=6
linke Seite: ~ (kgV/(3,6)) =~6=32 =5
rechte Seite: ggT(~ 3,~6) = ggT(%, %0) =ggT(10,5)=5
linke Seite = rechte Seite v/
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Aufgabe 2.30 c)

c) Zeigen Sie, dass die eben gezeigten Ergebnisse auch fiir n = 12
gelten.
T12 - {1a 23 37 47 67 12}
ke | = ggT(k, 1)

k@ | = kgV(k,I)

~ k=12

o Distributivgesetz: p® (@ r)=(p®q) @ (p®r)
p:=2 q:=3 r:=6
linke Seite: kgV/(2,88T(3,6)) = kgV(2,3) =6
rechte Seite: ggT (kgV/(2,3), kgV/(2,6)) = ggT(6,6) =6
linke Seite = rechte Seite v/
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Aufgabe 2.30 c)

c) Zeigen Sie, dass die eben gezeigten Ergebnisse auch fiir n = 12

gelten.
o de Morgansche Regel: ~ (p & q) = (~ p) ® (~ q) fir p:=3
und g :=6
linke Seite: ~ (ggT(3,6)) =~3=12=4

3

rechte Seite: kgV/(~ 3,~ 6) = kgV (%2, 22) = kgV/(4,2) = 4
linke Seite = rechte Seite v/

o de Morgansche Regel: ~ (p® q) = (~ p) @ (~ q) fir p:=3
und g :=6
linke Seite: ~ (kgV/(3,6)) =~ 6 =1 =2
rechte Seite: ggT(~ 3,~6) = ggT(£,%2) = ggT(4,2) =2
linke Seite = rechte Seite v’
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Aufgabe 2.30 c)

c) Warum ist die Teiler-Algebra T2 dennoch keine Boolesche
Algebra?

12 hat die Primfaktorzerlegung 12 =2 -2 - 3. Die 2 ist ein
doppelter Primfaktor, und daher sind die Gesetze vom inversen
Element fiir die 2 verletzt:

_ 12 _
~2=7% =6
20 ~2=2ggT(2,6)=2#1=1

2®~2=ggT(2,6):67§12EO
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Aufgabe 3.1

Betrachten Sie die folgenden Aussagen und Begriffe und ordnen Sie
ein, was eine Definition, was ein Satz, was ein Axiom und was ein
Beweis ist:

a) Eine Boolesche Algebra ist eine Menge mit 3 Operationen und
dem Kommutativgesetz, Distributivgesetz, Eigenschaft der
neutralen Elemente und Eigenschaft der inversen Elemente.

> Definition

b) Das Distributivgesetz besagt folgendes:

pV(gnr)<(pVa)A(pVr)
> Definition

2Zum Teil kénnen Sie pro Teilaufgabe mehrere Zuordnungen machen:.
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Aufgabe 3.1

c) Das Distributivgesetz spielt fiir eine Boolesche Algebra die Rolle
Axiom.

d) Die deMorganschen Regeln gelten in einer Booleschen Algebra.
> Satz

e) In einer Booleschen Algebra gelten die Regeln der
Nullmultiplikation.
> Satz

f) Die Teiler-Algebra T, besteht aus den Teilern der Zahl n sowie 3
Operationen darauf.
>> Definition
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Aufgabe 3.1

g) Die Teiler-Algebra T, ist eine Boolesche Algebra, wenn n keine
mehrfachen Primfaktoren enthilt.

> Satz

h) 24 enthalt mehrfache Primfaktoren, denn 24 =2.2.2.3.
> Beweis, Satz
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Aufgabe 3.2

Konstruieren Sie eine Nachfolgefunktion o fiir N, in der genau 0
und 8 keinen unmittelbaren Vorganger haben. Welches
Peano-Axiom miissen Sie zwingend verletzen?

Versuchen Sie, alle anderen Peano-Axiome weiterhin zu erfiillen.
N = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13...}

mit o = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4), (4,5),(5,6),
(6,7),(7,9),(8,10),(9,11),(10,12),(11,13)...} C Nx N
Axiom 5 muss zwingend verletzt werden: Wenn die 8 keinen

unmittelbaren Vorgdnger hat, kann sie auch nicht durch eine endlich
haufige Anwendung der Nachfolgerlation o aus 0 erzeugt werden.
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Aufgabe 3.3

Konstruieren Sie eine Menge “natiirlicher Zahlen" derart, dass
Peano-Axiom 4 verletzt ist, die anderen aber alle erfiillt sind.
N=1{0,1,2} mito C NxN=1{(0,1),(1,2),(2,0)}

0 € o(N) Damit ist Axiom 4 verletzt.
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Aufgabe 3.4

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion iiber n:

n

Z (2i) —ontl _ 4
i=0
1. Induktionsverankerung A(0) :

0
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Aufgabe 3.4

2. Induktionsschluss A(n) = A(n+1):

n+1 )
Zu zeigen: Z 2l =2m2 _q

Beweis:

n+1

Z 21 _ Z 21 2n+1 ._ 2n+1 1 + 2n+1
i=0 '

=2.ml 1 —omt2_ 1y
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Aufgabe 3.5

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion:
o2y

1. Induktionsverankerung A(0) :

i=0 v
1 1
DS o _Z_2_1-1
20 1
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Aufgabe 3.5

2. Induktionsschluss A(n) = A(n+1):

n+1 . 1
zu zeigen: 22_’ =2 Snl
i=0

n+1 n 1
271 =N "o po=(mtl) — o = 4 o=(nt])
I_Z; ,Z; + I.Ann. 2n +
1 1 2 1 1
=2-tom =2 mtra =2 Y
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Aufgabe 3.6

Beweisen Sie durch vollstéandige Induktion iiber n:

> -

4n+1 1

1. Induktionsverankerung A(0) :

0 .
d 4 =40=1
i=0 v
4(0+1) 1_4—1_3_1
3 -3 3
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Aufgabe 3.6

2. Induktionsschluss A(n) = A(n+1):
n+1
4n+2 1
zu zeigen: 24’
Beweis:
n+1 n n+1 1

Z4izz4i+4n+1:47+4n+1
i.A. 3
i—0 i—0

_4n+1_|_3'4n+1_1_4.4n+1_1_4n+2_1
- 3 - 3 3
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Aufgabe 3.7

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion fiir eine beliebige Zahl g:

E:q

n+1 1

1. Induktionsverankerung A(0) :

i=0

(0+1)_1 g—1
= =1 lg#1
g—1 qg—1
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Aufgabe 3.7

2. Induktionsschluss A(n) = A(n+1):

n+1 I qn+2 -1
zu zeigen: ,Z;q "
Beweis:
LN pi1 @I -1
’Z_;q qu T = S+

qn—i-l_}_(q_l)‘qn—s—l_l:q‘qn—i-l_l:qn+2_1/
g—1 g—1 qg—1

Aus welcher Zahlenmenge darf g stammen? g€ R\ {1}
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Aufgabe 3.8

Beweisen Sie durch vollstéandige Induktion: Wenn n Leute zur
Silvesternacht mit Sekt anstoen und jeder mit seinem Glas das
Glas jedes anderen genau einmal beriihrt, dann gibt es insgesamt
w Glaserkontakte.

1. Induktionsverankerung A(1) :

Wenn einer alleine ist, gibt es gar keine Glaserkontakte.

1'(1—1)71-07970
2 2 2

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 3.8

2. Induktionsschluss von n auf n+1:

zu zeigen:Wenn n + 1 Leute zur Silvesternacht mit Sekt anstoRen
und jeder mit seinem Glas das Glas jedes anderen genau einmal
beriihrt, dann gibt es insgesamt (n+ )" Glaserkontakte.

Beweis: Betrachten Sie den Gast Hugo: Hugo stoRt mit jedem
anderen an, hat also n Glaserkontakte und dann haben alle
untereinander auch noch Glaserkontakte ohne Hugo. Die anderen
sind n Personen. Nach Induktionsannahme haben sie also
untereinander @ Glaserkontakte. Damit gibt es insgesamt

n 4 =1 Gliserkontakte.
n(n— 2n+n(n—1 24+(n—1))n n+1)n
p g 20D _ 2ntn(no1) _ (-0 _ (010,

n ausklammern
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Aufgabe 3.9

Beweisen Sie: n! ist eine gerade Zahl fiir n >= 2.

1. Induktionsverankerung A(2) :
2! =2 und die Zahl 2 ist gerade, da 2 offensichtlich durch 2 teilbar
ist.v’

2. Induktionsschluss von nauf n+1:
zu zeigen: (n+ 1)! ist eine gerade Zahl.

Beweis:

(n+1)! = nl-(n+1).

Nach Induktionsannahme ist n! gerade.

Nach Satz 3.11 ist das Produkt einer geraden Zahl mit einer
beliebigen ganzen Zahl (hier: n + 1) wieder gerade.

Damit ist auch (n+ 1)! wieder gerade. v/
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Aufgabe 3.10

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion:

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: n ist genau dann durch 3 teilbar,
wenn ihre Quersumme Q(n) durch 3 teilbar ist.

Sie diirfen in Ihrem Beweis folgende Lemmata als wahr
voraussetzen:

Lemma 1: Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: n ist genau dann
durch 3 teilbar, wenn n 4 3 durch 3 teilbar ist.

Lemma 2: Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: Q(n) ist genau dann
durch 3 teilbar, wenn Q(n — 3) durch 3 teilbar ist.

Die Schwierigkeit liegt eher in den Beweisen dieser Lemmata, vor
allem im Beweis von Lemma 2. Es wird in der Folgeseite gezeigt,
dass bei Voraussetzung dieser Lemmata diese Aufgabe eine einfache
Verstandnisaufgabe des Induktionsprinzips ist.
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Aufgabe 3.10

1. Induktionsverankerung fiir alle Zahlen n < 10:

Da fiir einstellige Zahlen n gilt: Q(n) = n, ist die Behauptung
trivialerweise erfillt:

Eine Zahl n ist durch 3 teilbar, wenn Q(n) (also sie selbst) durch 3 teilbar
ist. v/

2. Induktionsschluss von < n auf n (verallgemeinertes
Induktionsprinzip)

zu zeigen: Die Behauptung gilt fiir n, wenn sie fiir alle Zahlen < n gilt.

Beweis:

Nach Lemma 1 ist n genau dann durch 3 teilbar, wenn n — 3 durch 3
teilbar ist.

Da n— 3 < n gilt, darf die Induktionsannahme fiir n — 3 vorausgesetzt
werden, und es gilt, dass n — 3 genau dann durch 3 teilbar ist, wenn

Q(n — 3) durch 3 teilbar ist.

Nach Lemma 2 ist das genau dann der Fall, wenn Q(n) durch 3 teilbar
ist. Damit ist gezeigt: n ist genau dann durch 3 teilbar, wenn Q(n) durch
3 teilbar ist. v/
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Aufgabe 3.11

Beweisen Sie, dass F(n+2) =1+ F(0) + ...+ F(n) fur die
Fibonaccizahlen F(n) und n > 0 ist.

1. Induktionsverankerung A(0) :
rechte Seite:
1+F0)=140=1
linke Seite:

F(0+2) = F(2) g Dot FO+F(1)=0+1=1

Beide Seiten sind gleich. v

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 3.11

2. Induktionsschluss A(n) = A(n+1):
zu zeigen: F(n+1+4+2) =14+ F(0)+...+ F(n+1)

Beweis:

F(in+14+2)=F(n+3) = Fn+2)+F(n+1)
gem.Def .

F(n—+2) ,-j,l+F(1)+"'+F(n)
— F(n+2)+F(n+1)=1+F1)+...+F(n)+F(n+1) v
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Aufgabe 3.12

Eine Bienenkonigin hat als Eltern eine Kénigin und eine Drohne.
Eine Drohne hat als Eltern nur eine Kénigin (sie entschliipft einem
unbefruchteten Ei).

Die n-te Vorfahrensgeneration einer Biene b sei als Menge von
Bienen folgendermaRen definiert:

@ Die 0-te Vorfahrensgeneration von b enthilt nur die Biene b
selbst.

@ Die (n+ 1)-te Vorfahrensgeneration von b besteht aus allen
Eltern von Bienen der n-ten Vorfahrensgeneration von b.
Die 1-te Vorfahrensgeneration sind also die Eltern, die 2-te die
GroReltern, u.s.w.
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Aufgabe 3.12

Beweisen Sie durch Induktion liber n folgende Sitze:

i) Die n-te Vorfahrensgeneration einer Drohne besteht aus Fj,11
Bienen.

i) Die n-te Vorfahrensgeneration einer Konigin besteht aus Fp 2
Bienen.

F steht hierbei fiir die Fibonaccizahlen.

Fo=0
F=1
Fn: n71+an2
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Aufgabe 3.12

Beweis durch vollstandige Induktion iiber n:
1. Induktionsverankerung fir n=0und n=1:

i) Die 0-te Vorfahrensgeneration einer Drohne besteht nur aus
der Drohne selbst (1) «+» Foy1=F =1V

Die 1-te Vorfahrensgeneration einer Drohne besteht nur aus
einer Konigin (1) <> Frii=F=FR+F=14+0=1V

ii) Die 0-te Vorfahrensgeneration einer Konigin besteht nur aus
der Konigin selbst (1) «<» Fojo=Fo=F +F=1+0=1V

Die 1-te Vorfahrensgeneration einer Konigin besteht aus einer
Kdnigin und einer Drohne (2)
G hp=R=R+th=FK+F+1=140+1=2V
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Aufgabe 3.12

2. Induktionsschluss von nauf n+1:

D)

Zu zeigen: Die n + 1-te Vorfahrensgeneration einer Drohne
besteht aus F,.» Bienen.

Die n + 1-te Vorfahrensgeneration einer Drohne ist die n-te
Vorfahrensgeneration ihrer Eltern, also einer Konigin. Diese
besteht nach Induktionsannahme aus F,. o Bienen. v’

Zu zeigen: Die n + 1-te Vorfahrensgeneration einer Konigin
besteht aus Fpy3 Bienen.

Die n + 1-te Vorfahrensgeneration einer Konigin ist die n-te
Vorfahrensgeneration ihrer Eltern, also einer Kénigin und einer
Drohne. Diese besteht nach Induktionsannahme aus

Foio 4+ Fhi1 = Fris Bienen. v

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 3.13

Gegeben sei die Produktionsregel aus Beispiel 3.10 zur Bildung von

Woértern:

fira € {a,b,c,...,z}
fira € {a,b,c,...,z},f€{AB,...,Z}

X € Varname & { X =
Z fir y,Z € Varname

Sei n die Lange eines giiltigen Variablenwortes.
Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion liber n folgende Sitze:

a) Jeder Variablenname beginnt mit einem Kleinbuchstaben.
b) Es gibt in keinem Variablennamen zwei GroBbuchstaben

hintereinander.

Lésungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen
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Aufgabe 3.13 a)

Satz: Jeder Variablenname X mit der Lange n beginnt mit einem
Kleinbuchstaben.

Beweis durch vollstandige Induktion iiber n:

1. Induktionsverankerung fir n =1 :
X kann nur durch die erste Regel entstanden sein. Dann besteht X
nur aus einem Kleinbuchstaben und beginnt somit auch mit diesem.

v
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Aufgabe 3.13 a)

2. Induktionsschluss von n auf n+1:

Zu zeigen: Auch ein Variablenwort X der Lange n + 1 beginnt mit
einem Kleinbuchstaben.

Wegen n > 1 besteht X mit der Ldnge n+ 1 aus mindestens zwei
Buchstaben. Die erste Regel kommt also nicht mehr in Frage.
Es bleiben noch zwei Fille lbrig:

1.Fall:
Wenn X durch die zweite Regel entstanden ist, beginnt es mit
einem Kleinbuchstaben. v/

2.Fall:

Wenn X durch die dritte Regel entstanden ist, setzt sich X aus den
Woértern y und Z zusammen. Da Z aus mindestens einem
Buchstaben besteht, besteht y aus héchstens n Buchstaben und
beginnt nach Induktionsannahme mit einem Kleinbuchstaben.
Somit beginnt auch X mit einem Kleinbuchstaben. v/
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Aufgabe 3.13 b)

Satz: Es gibt in keinem Variablennamen X mit der Lange n zwei
GroBbuchstaben hintereinander.

Beweis durch vollstandige Induktion iiber n:

1. Induktionsverankerung fir n =1 :

X kann nur durch die erste Regel entstanden sein. Dann besteht X
nur aus einem Kleinbuchstaben und somit liegen keine zwei
GroRbuchstaben hintereinander. v/
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Aufgabe 3.13 b)

2. Induktionsschluss von nauf n+1:

Zu zeigen: Auch in einem Variablenwort x der Linge n+ 1 gibt es
keine zwei GroBbuchstaben hintereinander.

Wegen n > 1 besteht X mit der Lange n+ 1 aus mindestens zwei
Buchstaben. Die erste Regel kommt also nicht mehr in Frage.
Es bleiben noch zwei Fille iibrig:

1.Fall:

Wenn X durch die zweite Regel entstanden ist, besteht es aus einem
Kleinbuchstaben und einem GroBbuchstaben und somit nicht aus
zwei GroRbuchstaben hintereinander. v/
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Aufgabe 3.13 b)

2.Fall:

Wenn X durch die dritte Regel entstanden ist, setzt sich X aus den
Woértern y und Z zusammen. Da diese jeweils aus héchstens n
Buchstaben bestehen, gibt es in ihnen nach Induktionsanahme
jeweils keine zwei GroBbuchstaben hintereinander.

Zwei GroBbuchstaben kénnen also nur noch Zusammentreffen,
wenn y mit einem GroBbuchstaben endet und Z mit einem
GroRbuchstaben beginnt. Da nach 2. a) Z aber immer mit einem
Kleinbuchstaben beginnt, ist dies nicht moglich. v/
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Aufgabe 3.14

Betrachten Sie die Produktionsregel aus Beispiel 3.10 sowie den
Satz 3.10, der besagt, dass solche Variablennamen hdchstens so
viele GroBbuchstaben wie Kleinbuchstaben haben:

Erklaren Sie, iiber welche Zwischenresultate der in der Vorlesung
gefiihrte Induktionsschluss konkret das Wort dasIstGut auf Worter
zuriickfiihrt, fiir die der Satz durch die Induktionsverankerung
bewiesen wurde.

Hinweis: Diese Beweiskette ist nicht eindeutig, sondern erlaubt viele
verschiedene Antworten.
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Aufgabe 3.14

dasIstGut = dasIstGu + t (1)
dasIstGu ? dasIstG + u (1)
dasIstG ? dasIs + tG (2)
dasIs ? dasI + s (1)

dasI ? da + sI (2)

da ? d (1) +a(1)
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Aufgabe 3.15

Bei welchen der oben geldsten Induktionsaufgaben wurde das
verallgemeinerte Grundprinzip (Schluss von <= n auf n+ 1)
verwendet?

Die Aufgaben 3.2 - 3.9, 3.11, 3.12 schlossen direkt vom Vorganger
auf den Nachfolger.

Aufgabe 3.10 schloss von n — 3 auf n, also nicht vom direkten
Vorganger. In diesem Sinne wurde das verallgemeinerte Prinzip
angewendet.

Aufgabe 3.13 benutzte das echte verallgemeinerte Prinzip,
vergleichbar mit dem Satz der Existenz der Primfaktorzerlegung;
Hier kann man wegen der Kompositionsregel iii) nicht wissen, wie
viel kleiner der Vorganger wirklich war, auf den man die
Induktionsannahme anwendet.
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Aufgabe 3.16

Finden Sie den Fehler in dem folgenden Induktionsbeweis:

Satz: Alle Zahlen n sind gleich.

Beweis:

Die Behauptung gelte bis zur Zahl n, also auch n = n — 1.

Das ist dquivalent zu: n+1 = n (Addition von 1 auf beiden Seiten).
Damit ist gezeigt, dass die Behauptung auch fiir n + 1 gilt. g.e.d.
2ex] Der Induktionsschluss ist vollkommen in Ordnung, aber die
Induktionsverankerung fehlt. Und die wird man nie erbringen
kénnen, denn es gibt nicht eine einzige Zahl, die gleich ihrem
Vorganger ist.
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Aufgabe 3.17

Finden Sie den Fehler in folgendem Induktionsbeweis:

Satz: Alle Pferde haben dieselbe Farbe.

Beweis: Sei P(n) die Aussage, dass in jeder Ansammlung von n
Pferden alle Pferde dieselbe Farbe haben. Offensichtlich ist P(1)
wahr.

Im k-ten Induktionsschritt nehmen wir an, dass P(k) wahr sei, und
beweisen P(k + 1). Dazu betrachten wir eine beliebige Gruppe von
k + 1 Pferden. Schicken wir eines weg, so bleiben k Pferde iiber,
die also alle die gleiche Farbe haben. Holen wir das Pferd zuriick
und schicken ein anderes weg, so bleiben wieder k Pferde iibrig, die
dann auch alle die gleiche Farbe haben. Pferde dndern ihre Farbe
nicht, also muss dies dieselbe Farbe wie die der ersten Gruppe sein.
Somit haben alle k + 1 Pferde die gleiche Farbe.

Damit gilt P(k) fiir alle k.

Tipp zur Fehlersuche: Der Induktionsschritt muss fiir wirklich alle k
gelten!
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Aufgabe 3.17

Der Beweis ist fiir k = 2 ungiiltig:

Durch das Wegschicken eines Pferdes landen wir wieder bei k = 1
und kdnnten hdchstens erneut die Induktionsverankerung beweisen,
jedoch nicht den Induktionsschritt von k zu k + 1.

In der Induktionsverankerung miisste auch k = 2, also die
Farbgleicheit zweier Pferde bewiesen werden.

Dies ist jedoch nicht moglich.
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Aufgabe 3.18

Beweisen Sie die folgenden Aussagen direkt. Achten Sie darauf, die
erforderliche Implikationskette in der richtigen Reihenfolge

aufzuschreiben. Hierfiir diirfen alle aus der Schule bekannten Regeln
fiir Gleichungs- und Ungleichungsumformungen angewandt werden.

a) Fiir reelle Zahlen x mit 0 < x < 1 gilt: x> < x
x<l = x-x=x2<xV
ox (>0)

b) Fir die Gleichung 2x = 3x + 5 kann es keine andere Lésung
geben als x = —5.

2x=3x+5 — —x=5 — x=-5HV
—3x o(—1)
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Aufgabe 3.18

c) Fiir die Gleichung 2x = 3x + 5 ist x = —5 eine giiltige Lsung.
x=-5 = —x=5 = 2x=3x+5V
o(-1) +3x
Auch zuldssig: x = =5 = (2x = —10) A (3x + 5 = —10).

Da—-10=-10 =— 2x=3x+5V

d) Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen x und y liegt
immer eine weitere rationale Zahl.

Definiere z = % € Q wegen x,y € Q.

S R TS o L
wegen x<y wegen x<y

NI

+

NI
I

<
<
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Aufgabe 3.19

Beweisen Sie die folgenden Aussagen indirekt:

a) Es gibt keine kleinste ganze Zahl.
Gibe es eine kleinste ganze Zahl, so sei diese y.
Es gilt dann:
VxeZ:y<x :>1y<y—1 :> 0< -1y

Xy

b) Es gibt keine groBte reelle Zahl.
Gabe es eine groflte reelle Zahl, so sei diese y.
Es gilt dann:

VxeER:y>x = y>y+1 = 02>14
x:=y—+1 -y
c) Es gibt keine kleinste reelle Zahl, die groRer als Null ist.

Gibe es eine kleinste reelle Zahl, groRer als Null, so sei diese y.
Es gilt dann:

NI

VxeRT:y<x = y <% =
T2

x:=X

<0 = y=<0¢

I\)
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Aufgabe 3.20

Beweisen Sie mit dem Schubfachprinzip, dass folgender Sachverhalt
gilt:
Unter 70 Studierenden haben mindestens 2 dieselbe KérpergréBe in cm.

Geben Sie an, welche Bedingungen Sie an die KorpergroRe aller
Studierenden stellen miissen, damit dieser Sachverhalt gilt.

Wenn beispielsweise alle Studierenden mindestens 145 cm und
héchstens 210 cm groR sind, ist die Menge der moglichen
KorpergroRen mit 66 Elementen kleiner als die Menge der
Studierenden.

Somit kann eine Abbildung von der Menge der Studierenden auf die
Menge der moglichen KdrpergroRen nicht injektiv sein, so dass
mindestens zwei Studierende dieselbe KorpergrolRe haben.
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Aufgabe 3.21 a)

Es gibt bei der FussballlWM 32 Mannschaften mit jeweils 11
Spielern pro Mannschaft. Die Mannschaften sind in 8 gleich grole
Gruppen eingeteilt.

a) Begriinden Sie, warum nicht garantiert werden kann, dass
mindestens 2 WM-Teilnehmer denselben Geburtstag (in
moglicherweise verschiedenen Jahren) haben.

Die Menge der WM-Teilnehmer ist mit 32 - 11 = 352
Elementen kleiner als die Menge der méglichen Geburtstage
mit 366 Elementen. Somit ist eine injektive Funktion von der
Menge der Spieler auf die Menge der Geburtstage
grundsatzlich moglich, so dass jeder Spieler an einem anderen
Tag Geburtstag haben kdnnte.
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Aufgabe 3.21 b)

b) Ublicherweise haben die Mannschaften mehr als 11 Spieler
nominiert. Wie viele Spieler miissen pro Mannschaft nominiert
sein, damit garantiert ist, dass mindestens zwei
WM-Teilnehmer am selben Tag Geburtstag haben?

Bereits bei 12 Spielern pro Mannschaft ist die Menge der
WM-Teilnehmer ist mit 32 - 12 = 384 Elementen groler als die
Menge der moglichen Geburtstage mit 366 Elementen und eine
injektive Funktion nicht mehr mdglich.
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Aufgabe 3.21 c)

c) Begriinden Sie, warum garantiert werden kann, dass auch ohne
zusatzlich nominierte Spieler mindestens 2 Teilnehmer in
derselben Gruppe im selben Monat Geburtstag haben.

Die 32 Mannschaften sind in 8 gleich groe Gruppen mit
jeweils % = 4 Mannschaften und somit 4 - 11 = 44 Spielern
pro Gruppe eingeteilt.

Da die Menge der Spieler mit 44 Elementen groRer ist als die
Menge der Monate mit 12 Elementen, ist eine injektive
Funktion von der Menge der Spieler auf die Menge der Monate
nicht moglich.

Mindestens 2 (bzw. sogar mindestens 4) Teilnehmer haben im
selben Monat Geburtstag.
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Aufgabe 4.1

Finden Sie Belegungen fiir die Variablen x,y € Z, die folgende
Pradikate erfiillen:
a) X[Y) Ay [ (x=¥))
Losungsmenge: {(x,y) € Z\ {0} x Z\ {0} : x =y},
alsoz. Bsp. x=y =1
b) (x =y) [¥) Ay [x)

Losungsmenge: {(x,y) € Z\ {0} x Z\ {0} : x = 2y},
also z. Bsp. x =2und y =1

c) (x=1)1(3)

x=0Vx=2
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Aufgabe 4.2

a) Beweisen Sie, dass die Teilbarkeit eine Ordnungsrelation auf
N\ {0} ist, d.h.:{(x,y) € (N\ {0}) x (N\ {0}) : x|y} ist eine
Ordnungsrelation. Beweisen Sie die bendtigten Eigenschaften
nicht nur in Worten, sondern durch die genaue Anwendung der
Definition der Teilbarkeit auf N\ {0} statt Z. Schreiben Sie
dafiir die Definition erst einmal auf.

Eine (partielle) Ordnungsrelation ist reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv (aber nicht linear).

Seien x, y zwei beliebige Zahlen aus N\ {0}. Dann definieren wir:

Xly:<= 3geN:qg-x=y
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Aufgabe 4.2

Reflexivitat: Vx e N\ {0} : g-x=xmitg=1 Vv

Antisymmetrie:

zu zeigen fiir beliebige Vx,y € N\ {0}:
(Ba,2eNq-x=y A q2-y=x) = x=y

Seialsogi-x=yund go-y=x = q1-Q-x=x
y ersetzen

= g1 =1 = qgi=qp=1= x=yV
X q1,q2€N

Transitivitat:

zu zeigen fiir beliebige Vx,y € N'\ {0}:
(Bq,eN:qu-x=y Aq-y=2z) = (JgzeN:qg3-x=2z)

g x=yA@py=z = @ (@ x)=z2 = qg-x=zV
y ersetzen qg3=q1-q2

(nicht linear: ig e N:g-3=7 V q-7=3)
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Aufgabe 4.2

b) Warum ist die Teilbarkeit keine Ordnungsrelation auf Z7

Weil die Antisymmetrie bei g = —1 nicht gegeben ist.

Beispiel: 3|/(=3) A (=3)[3 A 3#(-3)
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Aufgabe 4.3

Beweisen Sie fiir ganze Zahlen:
a) mlny A miny = m|(n1 + n2)

minp <= A €Z:q1-m=m

miny <= g €Z:g-m=m

= (m+m)=qg -m+q -m=(q+q) m
NELNQREL = q3:=(q1+q)EL
- (n1—|—n2):q3-m <~ m|(n1+n2)/

b) m|ni A m|np = m|(n1 — ny)

mn < A €Z:q1-m=m

miny <= @ €Z g -m=n

= (m—m)=q-m—q -m=(q—q) m
NQELNQEL = q3:=(q1—qR)EL
= (m—m)=q3-m <= m|(n —m) v
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Aufgabe 4.3

c)

m|ny = ml|(ny - ny)

ming < 3G €Z . q1-m=m

= nm-m=q-m-n=(q-n) -m

GELNMEL = g:=(q1-m)EZ

= m-m=qg-m <= m|(n-m) Vv

Leiten Sie aus a) das folgende Korollar ab:

Eine Zahl n ist durch 3 teilbar genau dann, wenn n plus ein
beliebiges Vielfaches von 3 durch 3 teilbar ist.

3[nA3|(3- k) :)> 3[(n+3- k)

a
3|(n+3-k)A3|(—=3"k) é) 3|n v
Leiten Sie aus b) als weiteres Korollar ab:

Eine Zahl n ist durch 3 teilbar genau dann, wenn n minus ein
beliebiges Vielfaches von 3 durch 3 teilbar ist.

3n A3 k= 3l(n—3-K)
3\(n—3-k)/\3\3-k:)>3|n/
a
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Aufgabe 4.4

Beweisen Sie die einzelnen Teile von Satz 4.3. Beschrdnken Sie sich
zur Vereinfachung auf die Aussagen fiir N. Sie kdnnen dann auf die
Betrage verzichten.
1) VmneN: m|nAn#0= m<n.
m|n<:} dkeN:n=m-k (x)

n7é0:>k750<:> k>1=n>m-1m<n/
(*) keN (%)

2) VmneN,n#0,m#n: m|[n= m< 3.
Beweis durch Kontraposition:
Es wird gezeigt, dass -(m < ) = =(m | n)
m>Z2&2m>n = VkeN:k-m>n
2 n#0

=VkeN:k-m#ns ~(m|n)V
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Aufgabe 4.4

Beweisen Sie die einzelnen Teile von Satz 4.3. Beschrdnken Sie sich
zur Vereinfachung auf die Aussagen fiir N. Sie kdnnen dann auf die
Betrige verzichten.
3) Die einzigen Vielfachen n von m mit n < m sind 0 und m.
Falls m =0,
dann ist das einzige Vielfache von m die Zahl n = 0v
Falls m £ 0, dann bedeutet das fiir ein Vielfaches n:
m\néz)f dkeN:n=m-k (%)
er.
n<m=m-k<m = k<l=(n=0)V(n=m)v
(%) teile durch m (%)
4) ¥p,qneN: p-g=n=p</nVg<.n
Beweis durch Kontraposition:
Es wird gezeigt, dass —=(p < /nV g < +/n) = —=(p-q=n)

p>+/nANg>+\/n = p-q>+/n\/n=n=p-q#nv

multiplizieren
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Aufgabe 4.5

Zeigen Sie durch Fallunterscheidung liber die letzte Ziffer von n
folgenden Satz iiber die Quersumme Qio(n):

Fiir eine natiirliche Zahl n mit 2 < n < 100 gilt:

Wenn Qi0(n — 3) durch 3 teilbar ist, dann ist auch Qio(n) durch 3
teilbar.

Die Zahl n habe die dezimale Darstellung n = d; - 10 + dy fiir
Ziffern d; € {0,1,...,9}. Dann gilt: Qi0(n) = di + dp.

Fall i): dp € {3,...,9}

Dann gilt: Qio(n — 3) = Qo(n) — 3, da sich n— 3 und n nur in der
letzten Ziffer unterscheiden.

Mit Aufgabe 4.4.e) gilt dann:
3| Qio(n) <= 3| Quo(n) —3 <= 3| Quo(n—3)v.
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Aufgabe 4.5

Fall ii): dy € {0,1,2}

Dann unterscheiden sich n — 3 und n in der letzten Ziffer um 7,
denn n — 3 hat dort eine 7 fir dy = 0, eine 8 fiir dy = 1 und eine 9
fur dg = 1. In der vorletzten Ziffer unterscheiden sie sich um 1,
denn n — 3 hat dort die Ziffer d; — 1. Damit gilt:

Quo(n —3) = Quo(n) +7 — 1= Qio(n) + 6 = Quo(n) +2- 3.

Mit Aufgabe 4.4.d) gilt dann:

3| Quo(n) <= 3| Quo(n) +2-3 <= 3| Quo(n—3)v.

Um diesen Satz fiir beliebige n zu beweisen, braucht man eine
vollstindige Induktion iiber die Anzahl der Ziffern von n.

Dieser Satz dient als Lemma 2 fiir Aufgabe 3.10, in dem der
Quersummensatz fiir die Teilbarkeit durch 3 bewiesen wird.

Ein wesentlich allgemeinerer Satz wird in der Seminararbeit von
Jorg Porath bewiesen, die sich hier befindet:
https://intern.fh-wedel.de/fileadmin/mitarbeiter/iw/
Lehrveranstaltungen/2020SS/Seminar/
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Aufgabe 4.6

Belegen Sie den Satz 4.7 mit Beispielen fiir Teilbarkeit und
Nichtteilbarkeit von n fiir die angegebene Zahlenbasis b:

a) fir b=9, n = 44 und die Teiler 2, 4, 8
44 = [48]g = Qo(44) = 12
212 und 2|44, 4|12 und 4 | 44, —(8 | 12) und (8 | 44) v/

b) fir b =16, n =25 und die Teiler 3 und 5
25 = [19]16 = Q16(25) = 10
—(3110) und ~(3]25), 5|10 und 5 | 25, v’
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Aufgabe 4.7

Benutzen Sie Satz 4.9, um folgende Frage zu l6sen:
Durch welche Ziffern missen die Buchstaben a und b ersetzt
werden, damit die Zahl 19a9b durch 36 teilbar ist?

Es miissen noch weitere Satze zur Losung dieser Aufgabe verwendet
werden:

36 =4-9, und 4 und 9 sind teilerfremd. Damit gilt nach Satz 4.15.2):
19a9b ist durch 36 teilbar, wenn 19a9b durch 4 und durch 9 teilbar ist.
Nach Satz 4.9 muss die Zahl 9b durch 4 teilbar sein,

und nach Satz 4.6.2) muss Q10(19a9b) durch 9 teilbar sein.

Aus der ersten Bedingung folgt:

b=2V b =26, denn nur 92 und 96 sind durch 4 teilbar.

Aus der zweiten Bedingung folgt:

Q10(1929b) =1+9+a+9+b=19+a+ b € {21 + 3,25 + a} wegen
der ersten Bedingung.

Damit gibt es die zwei Ldsungen a = 6 fiir b = 2 sowie a = 2 fiir b= 6.
Beide Zahlen 19692 und 19296 sind durch 36 teilbar.v’
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Aufgabe 4.8

Karin ist 25 Jahre alt und ihre Mutter 52. Die Ziffern des Lebensalters
der beiden sind also dieselben. Karin fragt sich, ob das noch einmal
passieren kann und ob sich immer zwischen 2 Menschen ereignen kann,
dass das Alter des einen die Vertauschung der Ziffern des anderen ist. Sie
nennt das eine Zahlendreherverwandtschaft fiir Lebensalter, die
zweistellig dargestellt werden (einstellige also mit einer fiihrenden Null
davor). Sie iiberlegt sich, was die einzelnen Ziffern fiir das Gesamtalter
bedeuten, und kommt zu folgendem Ergebnis:

a) Damit 2 Menschen eine Zahlendreherverwandtschaft haben kdnnen,
ist es eine notwendige und hinreichende Bedingung, dass der
Altersunterschied in Jahren zwischen den beiden durch 9 teilbar ist
und maximal 81 Jahre betragt.

b) Das erste Ereignis einer Zahlendreherverwandtschaft zwischen 2
Menschen, welche die Bedingung in a) erfiillen und mehr als ein Jahr
auseinander liegen, tritt auf, wenn die dltere Person ihr laufendes
Lebensjahrzehnt vollendet und die jiingere Person den Geburtstag
erreicht hat, der fiir die Zahlendreherverwandtschaft bendtigt wird.
Von da an ergibt sich eine Zahlendreherverwandtschaft alle 11
Jahre, bis die dltere Person kein zweistelliges ‘Alter-mehr hat.
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Aufgabe 4.8 a)

zu zeigen: Damit 2 Menschen eine Zahlendreherverwandtschaft
haben konnen, ist es eine notwendige und hinreichende Bedingung,
dass der Altersunterschied in Jahren zwischen den beiden durch 9
teilbar ist und maximal 81 Jahre betragt.

Es werden die beiden Lebensalter x = [x1xp]10 und y = [y1y0]10 fir
xi,yi € {0,1,...,9} betrachtet:
Es gilt also: x = x3 - 10+ xp und y = y1 - 10 + yp.

Falls x und y Zahlendreher sind, gilt y1 = xp und yp = x1.

Damit gilt:
x—y=x1-10+x—x-10—x1=x1-9—x-9=9"(x1 — x0)-
Damit ist die Differenz durch 9 teilbar und die Notwendigkeit dieser
Bedingung bewiesen.

Da x1 — xp maximal 9 betragen kann, kann die Differenz maximal
9.9 =381sein.v
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Aufgabe 4.8 a)

Falls die Altersdifferenz durch 9 teilbar und maximal 81 ist, dann
gilt Folgendes fiir x > y (was immer angenommen werden kann,
d.h. x ist das hohere Alter):

x —y =9-k fiir ein gewisses k € {0,...,9}.

Wenn der jiingere Mensch k Jahre alt ist, also y1 = 0 und yp = k,
dann gilt:
x—y=x1-10+x—y1-10—yp=x1-10+x9—0-10— k =
X0+10-X1—k:9-k<:>X0:10-(/(—X1).

Da xp € {0,...,9}, ist das nur méglich, wenn x; = k und xo = 0.
Der &ltere Mensch ist also [k0]1p = k - 10 Jahre alt und hat eine
Zahlendreherverwandtschaft zum jiingeren Menschen. Die
Bedingung ist also auch hinreichend.v".
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Aufgabe 4.8 b)

zu zeigen: Das erste Ereignis einer Zahlendreherverwandtschaft
zwischen 2 Menschen, welche die Bedingung in a) erfiillen und
mehr als ein Jahr auseinander liegen, tritt auf, wenn die altere
Person ihr laufendes Lebensjahrzehnt vollendet und die jiingere
Person den Geburtstag erreicht hat, der fiir die
Zahlendreherverwandtschaft bendtigt wird. Von da an ergibt sich
eine Zahlendreherverwandtschaft alle 11 Jahre, bis die dltere Person
kein zweistelliges Alter mehr hat.

Es wurde bereits in a) gezeigt, dass die erste
Zahlendreherverwandtschaft erreicht wird, wenn der jiingere
Mensch k Jahre alt geworden ist, wobei k der Faktor von 9 ist, um
den sich die Lebensalter der beiden Menschen unterscheiden. Der
altere Mensch ist dann 10 - k Jahre alt, vollendet also sein laufendes
Lebensjahrzehnt. v/
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Aufgabe 4.8 b)

Wenn zwei Menschen eine Zahlendreherverwandtschaft haben, d.h.
der erste ist x3 - 10 + xg Jahre alt und der zweite xg - 10 + x; Jahre
alt, dann erhéhen sich beide Ziffern in 11 Jahren um genau 1, d.h.

sie sind wieder wechselseitig dieselben:

Nach 11 Jahren ist der erste (x; + 1) - 10 + (xp + 1) Jahre alt und

der zweite (xg + 1) - 10 4 (x3 + 1) Jahre alt.

Beim Verlassen eines zweistelligen Alters gilt nicht mehr, dass sich

beide Ziffern um 1 erhdhen. Daher endet dann die Serie. v/
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Aufgabe 4.8 b)

Formulieren Sie b) um fiir Menschen, die an ganzen Lebensjahren
gleich alt sind.

Wenn zwei Menschen an ganzen Lebensjahren gleich alt sind, dann
ist die Differenz der Lebensjahre ebenfalls ein Vielfaches von 9,
namlich 0 Jahre. Der Faktor k von 9 ist dann 0.

GemaR der Beweise oben besteht dann die erste
Zahlendreherverwandtschaft, wenn beide auf der Welt sind und von
da an alle 11 Jahre, also bei allen Vielfachen von 11. Da sie gleich
alt sind, muss die erste Ziffer des Alters gleich der zweiten sein.

Im Gegensatz zur Charakterisierung von b) beginnt allerdings die
erste Zahlendreherverwandtschaft nicht, wenn der Altere sein
laufendes Lebensjahrzehnt erreicht hat, sondern wenn der Jiingere
geboren wurde.
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Aufgabe 4.8 Herausforderung

Analog zu oben kann man zeigen: Damit 2 Menschen eine
Zahlendreherverwandtschaft zur Basis b haben kdnnen, ist es eine
notwendige und hinreichende Bedingung, dass der Altersunterschied
in Jahren zwischen den beiden durch b — 1 teilbar ist und maximal
(b — 1) Jahre betrigt.

Beweis analog zu a):

Es werden die beiden Lebensalter x = [x1xp]p und y = [y1y0]s fiir
xi,yi € {0,1,...,b— 1} betrachtet:

Esgilt also: x=x1-b+xgund y = y1 - b+ yp.

Falls x und y Zahlendreher sind, gilt y1 = xp und yp = x1.

Damit gilt: x —y =x1-b+x0—x0-b—x1 =
x1-(b—=1)=xo-(b—1)=(b—1) - (x1 — x0).

Damit ist die Differenz durch b — 1 teilbar und die Notwendigkeit
dieser Bedingung bewiesen.

Da x; — xp maximal b — 1 betragen kann, kann die Differenz
maximal (b—1)-(b—1) = (b— 1)? sein.v’
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Aufgabe 4.8 Herausforderung

Falls die Altersdifferenz durch b — 1 teilbar und maximal (b — 1)?
ist, dann gilt Folgendes fiir x > y (was immer angenommen werden
kann, d.h. x ist das hohere Alter):

x—y=(b—1)-k fiir ein gewisses k € {0,...,b—1}.

Wenn der jiingere Mensch k Jahre alt ist, also y1 = 0 und yp = k,
dann gilt:
X—y=x1-b+xg—y1-b—yy=x1-b+xx—0-b—k=
X0+b'X1—k:b-k<:>X0:b-(k—Xl).

Da xp € {0,...,b— 1}, ist das nur mdglich, wenn x; = k und

xo = 0. Der altere Mensch ist also [k0]p, = k - b Jahre alt und hat
eine Zahlendreherverwandtschaft zum jiingeren Menschen. Die
Bedingung ist also auch hinreichend.v".
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Aufgabe 4.8 Herausforderung

Kann man dann durch die Wahl einer geeigneten Zahlenbasis eine
Zahlendreherverwandtschaft zwischen 2 beliebigen Menschen
herstellen?

Ja, das geht nach den Uberlegungen oben:

Sei die Differenz der Lebensalter d. Dann kann ein beliebiger Teiler
t von d genommen werden (notfalls d selbst), und es besteht eine
Zahlendreherverwandtschaft zu Basis b = t + 1: Denn die Differenz
ist durch b — 1 teilbar.

Beispiel: d = 30. Damit kann der Teiler 10 genommen werden, und
es besteht eine Zahlendreherverwandtschaft zur Basis 11, wenn der
Jiingere 3 = [03]11 Jahre alt ist. Der Altere ist dann 33 = [30]11
Jahre alt. Das wiederholt sich alle 12 Jahre: Beim nichsten Mal ist
der Jiingere 15 = [14];1 Jahre alt und der Altere 45 = [41];1 Jahre
alt. Im Allgemeinen Fall wiederholt sich die
Zahlendreherverwandtschaft alle b+ 1 Jahre, in diesem Fall also
alle t +2 =12 Jahre.
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Aufgabe 4.8 Herausforderung

Wenn die Differenz eine Primzahl ist, also zum Beispiel d = 31,
dann muss als Zahlenbasis diese Primzahl +1 , also hier die 32,
genommen werden. Die erste Zahlendreherverwandtschaft entsteht
dann, wenn der Jiingere 1 = [01]3, Jahr alt ist und der Altere

32 = [10]32 Jahre alt ist, und die nédchste, wenn der Jiingere

34 = [12]3, Jahre alt ist und der Altere 65 = [21]3, Jahre alt ist.

Wenn mehrere Teiler t moglich sind, so hat ein kleiner Teiler t den
Vorteil, dass sich die Zahlendreherverwandtschaft haufig wiederholt,
namlich alle t + 2 Jahre. Allerdings ist spatestens mit dem
Lebensalter (t 4 1)? Jahre Schluss, weil die Alterszahl dann
dreistellig wird. Ein groRer Teiler hat entsprechend den Nachteil,
dass sich die Zahlendreherverwandtschaft nicht so haufig wiederholt
(im Beispiel oben nur alle 33 Jahre), aber dafiir kénnen die beiden
Menschen sehr alt werden und dennoch zahlendreherverwandt
bleiben (im Beispiel oben bis zu 1023 Jahre).
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Aufgabe 4.9

Berechnen Sie jeweils (i) a DIV b sowie (ii) a MOD b:
a) a=-17,b=6

b) a=-17,b=—6
c)a=17,b=-6
d) a=17,b=6
a) —-17DIV6 = -3 —-17MOD6 = 1
denn —17 = -3.-6+1
b) —17DIV-6 = 3 —17MOD -6 = 1
denn —17 = 3-(—6)+1
c) 17DIV-6 = -2 17TMOD-6 = 5
denn17 = —-2-(—6)+5
d) 17DIV6 = 2 17MOD6 = 5
denn17 = 2.6+5
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Aufgabe 4.10

Beweisen Sie den folgenden Satz, aus dem die Giiltigkeit des
Euklidischen Algorithmus folgt: Fiir n = q - m + r gilt (wobei
n,g,mé€ Z und r € N):

Sei T(x,y) die Menge aller gemeinsamen Teiler von x und y. Dann
gilt: T(m,n) = T(m,r)

Hinweis: Zeigen Sie, dass jedes Element aus der einen Menge in der
anderen liegt und umgekehrt.

Bemerkung: n=q-m+r<r=n—q-m
Sei x € T(m,n), d.h. es gilt:x | mA x| n

x|mANgqeZ = x|q-m

Satz 4.2,3)
X | nAXx -m — Xx|(n—qg-m — X \|r
| | q9 Satz 4.2,2) | ( q ) Bemerkung oben |

Da alle gemeinsamen Teiler von m und n auch r teilen, ist T(m, n)
eine Teilmenge von T(m,r).
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Aufgabe 4.10

Seiy e T(m,r),dh.esgilt:y [ mAy]|r

ylmngqeZ = ylq-m
Satz 4.2,3)

-mA — m+r) — n
ylg-m y\rSatﬂ'zyl)y\(qm ) y |

Da alle gemeinsamen Teiler von m und r auch n teilen, ist T(m,r)
eine Teilmenge von T(m, n).

T(m,n) C T(m,r) A T(m,r) C T(m,n)
= T(m,n)=T(m,r)v
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Aufgabe 4.11

Bestimmen Sie den grolten gemeinsamen Teiler von n und m mit
Hilfe des Euklidischen Algorithmus, wobei:

n = —190.476 und m = 29.172

Geben Sie auch das kleinste gemeinsame Vielfache von n und m an.

Es reicht aus, mit den Betragen zu arbeiten. Das Vorzeichen kann
weggelassen werden.

190.476 = 6 - 29.172 4 15.444

29.172 =1-15.444 4+ 13.728

15444 =1-13.728 4 1.716

13.728=8-1.716 + 0

ggT(—190.476,29.172) = 1.716

kgV/(—190.476,29.172) = 190470-29.172 _ 3 938,092
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Aufgabe 4.12a)

Testen Sie durch Probedivision, ob die folgenden Zahlen
Primzahlen sind:

299,997,1301, 2183

Testen Sie keine tiberfliissigen Teilerkandidaten. Sie diirfen fiir die
Probedivisionen einen Taschenrechner einsetzen.
@ 299 = 13-23 — keine Primzahl
@ lgeN:1<q<31 A g|997 = Primzahl (322 > 997)
@ lgeN:1<q<36 A g|1301 = Primzahl (372 > 1301)
@ 2183 =37-59 — keine Primzahl
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Aufgabe 4.12b)

Testen Sie durch Probedivision, ob die folgenden Zahlen
Primzahlen sind:

511,1009, 1511, 2009

Testen Sie keine liberfliissigen Teilerkandidaten. Sie diirfen fiir die
Probedivisionen einen Taschenrechner einsetzen.
@ 511 =7-73 = keine Primzahl
@ lge N:1<q<31 A g|1009 = Primzahl (322 > 1009)
@ lge N:1<q<38 A g|1511 = Primzahl (392 > 1511)
@ 2009 = 7-287 — keine Primzahl

287 ist kein Primfaktor, aber das ist hierfiir irrelevant.
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Aufgabe 4.13

Betrachten Sie die Menge aller Primzahlen bis jeweils 200, 400, 600
und 1000 und vergleichen Sie ihre Anzahl mit der logarithmischen
Abschitzung aus Satz 4.22.

Hinweis: Besorgen Sie sich die Primzahlen entweder mit dem Sieb
des Eratosthenes oder aus dem Internet. Fiir die logarithmische
Abschitzung sollten Sie nicht alle Primzahlen von 2 bis zur oberen
Grenze n betrachten, sondern nur von n — m bis n fiir eine Zahl m,
die deutlich kleiner ist als n. Sie werden sehen, dass dann die
Abschatzung wesentlich genauer ist. Warum ist das so?
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Aufgabe 4.13

Menge aller Primzahlen bis 1000 =

{2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41,43, 47,53,59, 61,67, 71,
73,79, 83,89,97, 101,103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149,
151,157,163, 167,173,179, 181, 191, 193, 197, 199,

211,223,227, 229,233,239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283,
293,307,311, 313,317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383,
389,397,

401,409,419, 421,431, 433,439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487,
491,499, 503,509, 521, 523, 541, 547, 557, 563, 569, 571, 577, 587, 593,
599,

601,607, 613,617,619, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661, 673, 677, 683,
691,701, 709,719,727, 733,739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797,

809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887,
907,911,919, 929,937,941, 947, 953, 967,971, 977, 983,991, 997}
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Aufgabe 4.13

o m(200) =46 20 =38

o m(400) =78 290 =67

o m(600) =109 2% =94

o m(800) =139 830 =120
o 7(1000) =168 2930 = 145

Die logarithmische Abschdtzung von 2 bis zu einer Schranke n gibt
grundsitzlich weniger Primzahlen an, als tatsichlich existieren. Der
Grund besteht darin, dass die ersten Primzahlen deutlich dichter
beeinander liegen, weil sie die logarithmische Abschatzung fiir die
kleinere Schranke erfiillen miissen.

Es ist daher besser, wenn man nur die letzten m Zahlen vor der
Schranke n betrachtet und dann m durch diese Schranke teilt. Je
kleiner m im Vergleich zu n ist, desto genauer wird die Schranke
(siehe néchste Seite fiir m = 200).
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Aufgabe 4.13

m = 200
o m(200) =46 20, =38
° w(400) m(200) =78 — 46 = 32 299, = 33,38
7(600) — m(400) = 109 — 78 =31 2% = 31,26
° 7r(800) m(600) = 139 — 109 = 30 239, = 29,92
o 7(1000) — m(800) = 168 — 139 =29 2%0. = 28,95

Wie man sieht, ist die Abschatzung fiir die letzten 200 Primzahlen
ab n = 600 schon sehr genau. Sie kann nicht mehr besser werden,

da die Abweichung kleiner als 1 ist. Diese Genauigkeit besteht auch
bei sehr groBen Primzahlen. Allerdings muss man m geniigend grol8
lassen, um nicht in eine zufillig groRere Liicke zwischen Primzahlen
zu stoRen.

Beispiel (durch Computeralgebrasystem verifiziert): Unter den
letzten 10000 Zahlen vor 10°% finden sich 8 Primzahlen, und die
logarithmische Schranke ergibt 8, 69.
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Aufgabe 4.14

Im Beweis, dass es nicht nur endlich viele Primzahlen gibt, wird
gezeigt, dass das Produkt aller (falschlich angenommenen) endlich
vielen Primzahlen +1 wieder eine Primzahl sein muss. Ldsen Sie
folgende Aufgabe:

Seien pj ... p, die ersten n Primzahlen (2,3,5,...). Finden Sie
durch Ausprobieren ein n bzw. ein p,, so dass

(1) -

(also das Produkt der ersten n Primzahlen +1) keine Primzahl ist.

Uberlegen Sie sich, warum das kein Widerspruch zum oben zitierten
Beweis ist.
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Aufgabe 4.14

Fir n = 6 gilt:
(Hp;) +1=2-3.5.7-11-13+ 1 = 30.031
i=1
30.031 =59 509 = keine Primzahl

Die Primfaktoren 59 und 509 liegen auBerhalb der Menge
{2,3,5,7,11,13} = kein Widerspruch zum Beweis.
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Aufgabe 4.15 a)

a) Demonstrieren Sie an jeweils einem anderen Beispiel als auf
Seite 169, dass die Definition von @ und ® fiir Z,, unabhangig
von der Wahl der Reprasentanten fiir die Restklasse ist.

11 €[4l A—16 € [5]; A11—16 = —5 € [4+5]; = [9]7 = [2]7
7€ [2]5 N=2¢€ [3]5 NT - (—2) =-—-14 € [2 . 3]5 = [6]5 = [1]5
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Aufgabe 4.15 b)

b) Beweisen Sie diesen Sachverhalt iiber die Definition der
Restklasse (siehe Satz 4.28).

Es seien m, g, r € Z, wobei 0 < r < |m| und
I.*:q,'* -m—'—r,'*

i:qi'm+f:'
k:qk~m—|—rk

i* e [I]m = [rIix = I
k* € [k]m — Iex = Iy
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Aufgabe 4.15 b)

Zu zeigen: i* € [i(|m AN K* € [K]lm = "+ k* € [i + Kk]|m
4+ k*=qp-m+ri+qe--m+re=(qi- + Q=) - m—+ri+rg
i+k=q -m+r+q-m+r=(q+qk) m+r+r

Damit haben i* + k* und i/ + k denselben Rest r; + r, zu m und
liegen somit in derselben Restklasse v
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Aufgabe 4.15 b)

Zu zeigen: i* € [i(|m ANK* € [K]lm = i*-k* € [i- k]|m

i*‘k*:(qi*'m+ri)'(qk*'m+rk):
Qi+ Qi - MP I+ Qe = M+ Gj - M- M+ 1 - 1 =
(G - Qe - M+ 17 - Qe + qix - 1) -m 17 - 1

i~k=(qi -m+r) (q-m+r)=
Qi QM+ Qe mA G- mA =
(gi-qr-m-+ri-qe+qi-rg) -m+ri-rg

Damit haben i* - k* und i - k denselben Rest r; - ri, zu m und liegen
somit in derselben Restklasse v
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Aufgabe 4.16

Zeigen Sie jeweils an einem Beispiel, dass [a], - [b], und [a]m + [b]n
fir n £ m nicht wohldefiniert werden kann.

7€2lsN13€[6]7AT7-13=91¢€ [1]5 A91 € [0];
2.6=12€2s A12 € [5];
1#0#£2#5

7€[2s N13€[6]7 A7+ 13=20¢€ [0]s A20 € [6]7
2+6:8€[3]5/\8€[1]7
0£6#£3#1
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Aufgabe 4.17

Finden Sie von folgenden Elementen das additiv und multiplikativ
Inverse (falls es existiert). Geben Sie das gesuchte Element in
normierter Darstellung an (also als Reprasentanten zwischen 0 und
n—1).

a) 10 in Zp b) 9in Zp c) 8in Zys d) 21 in Zy7

additiv Inverse:

a) [107 = b) [9hy = c) [8 = d) [21]57 =
[11]21 [12]21 [17]25 [6]27

multiplikativ Inverse:

a) 10l = b) [9x c) [85 = d) [21]57
[19]21 nicht vorh. [22]25 nicht vorh.
10.19=9.21+1 ggT (9,21) # 1 8.22=7-25+1 geT (21,27) # 1
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Aufgabe 4.18

Erstellen Sie die Verkniipfungstabellen fiir + und * in Zy, Z3, Zy4,
Z7 und Zg und geben Sie fiir jedes Element jeweils das Inverse
beziiglich der jeweiligen Verkniipfung an (falls es eins gibt).

Verkniipfungstabellen Z», ®, ®:

B2 0] 1 ] x7 ©2 O x
0 J[0[1] O 0 J[0]0] -
1 1|0 1 T 0|1 1

Verkniipfungstabellen Z3, @, ®:

G flof1]2]|x Os]lof1]2]| x
0o Jo[t[2] 0 0 JoJo[o] -
1 [1]2]0] 2 1 [of1]2] 1
2 270 1] 1 2 o2t 2
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Aufgabe 4.18

Verkniipfungstabellen Z4, ®, ®:

@a [0[1[2]3] X7  @aff0]1]2]3]x"
0]0[1]2]3] 0 0 Jojojojo] -
1 1,230 3 1 0/1]2]3] 1
2 [[2(3]0[1] 2 2 [[0l2(02] -
3 3[of1]2] 1 30321 3
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Aufgabe 4.18

Verkniipfungstabelle Z7, ®:

erfojt]2]3]a[5]6]x"
0 Jo[1[2[3[4][5]6] O
1[[1]2]3][4]5]6]0] 6
2 [2]3]4]5|6]/0]1] 5
3 3]4[5]6|0[1]2] 4
4 |4]5]6]0|1[2]3] 3
5 [5]6[0][1[2[3]4] 2
6 |[6/0[1]2[3[4]5] 1

Jorg Porath, Sebastian lwanowski

Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 4.18

Verkniipfungstabelle Z7, ®:

orfojt]2]3]a[5]6]x"
0 JoJo[oJoJoJofo] —
1[[o[1]2[3]4|5]6] 1
2 [0|2[4]6|1[3]5] 4
3 0|3[6]2|5[1]4] 5
4 Jolal1]5]2]6]3] 2
5 [0]5[3][1]6[4]2] 3
6 |0]6[5|4(3[2]1] 6

Jorg Porath, Sebastian lwanowski

Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Aufgabe 4.18

Verkniipfungstabelle Zg, &:

S¥)
[ee]
o
=
|
—

S

Gl | W N| = OINO||O

OGP W NP ON| N

X

HIOINO OB W NN
NIHRIOINO OB W|Ww
WIN| P OINO| O D>
BHIWIN R OO OOl
RN W OO N O

ONO| OB W N

~NOCR W NRO
NG PRWNRO
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Aufgabe 4.18

Verkniipfungstabelle Zg, ®:

&
=

~N[ OO P W N O| -
O\-PMO@-PI\)O?
NN P RO W OoO||w
#O#O#O#Ot
CA)@I—‘#\II\)U‘IO:
NI OIN OO
RN W OO N O N
w| |

~NOCR W NRO
OO OO0 Oo|o|o|o
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Aufgabe 5.1

Konstruieren Sie einen Gruppoid, in dessen Verkniipfungstabelle in
jeder Zeile und Spalte jedes Element genau einmal vorkommt, der
aber keine Gruppe ist. Geben Sie an, welche Gruppenaxiome aufer
dem ersten noch erfiillt sind.

Hinweis: Bereits mit 3 Elementen kdnnen Sie ein Beispiel finden.

o|1]2]3
1]1]3]2
22113
3321

AuBer der inneren Verkniipfung sind keine weiteren Gruppenaxiome
erfullt.
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Aufgabe 5.1

@ (lo2)o3=1A10(203)=2 = nicht assoziativ!

eVac G:aol=a aber:fecGVacG:eoca=a
= kein neutrales Element!

@ ohne neutrales Element kein Inverses!

©203=3 A 302=2 = nicht kommutativ!
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Aufgabe 5.2

Betrachten Sie die Menge {a, b} und die Verkniipfung + mit
at+a=a a+b=b, b+a=a, b+b=b

Warum ist das keine Gruppe? Geben Sie an, welche Gesetze verletzt
sind.

Da nur die innere Verkniipfung und das Assoziativgesetz erfiillt
sind, handelt es sich um eine Halbgruppe.

Folgende Gesetze werden nicht erfiillt:

o Neutrales Element (Je € GVx € G : xoe = x)
@ Inverses Element (da es kein e gibt)

o Kommutativgesetz (abelsche Gruppe) (a+b=bA b+ a= a)
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Aufgabe 5.3

Uberpriifen Sie das Assoziativgesetz in Sz durch
Zwischenrechnungen fiir: p1 o p1 0 o,.

(prop1)oo, =paroo, =0,

pio(pioo,)=prooy =0,V
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Aufgabe 5.4

Betrachten Sie die Menge
{f:R—=R, f(x)=mx+b firmbecR}.

a) Zeigen Sie, dass diese Menge mit der elementweisen Addition
eine abelsche Gruppe bildet, indem Sie alle Axiome konkret fiir
allgemeine Elemente dieser Menge aufschreiben und ihre
Giiltigkeit in Worten oder formal begriinden.

b) Zeigen Sie, dass diese Menge mit der elementweisen
Multiplikation keine abelsche Gruppe bildet, indem Sie konkret
ein Axiom angeben, das verletzt ist. Weisen Sie das durch ein
Gegenbeispiel nach.
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Aufgabe 5.4 a)

f:R—=R, f(x)=mx+b firmbeR

Es sei

g(x) = mix+ by
h(x) = max + by
i(X) = m3x + bs

1) Innere Verkniipfung: Va,b € G:aobe G

g(x) @ h(x) = mix+ by + max + by = (my + ma)x + (b1 + b2)
(m +m) eRA(b1+ b) e R =
(m+m)x+ (b1 +b))=mx+b mtmbeRV

2) Assoziativgesetz: Va, b,c € G:(aob)oc=ao(boc)
(g(x)Dh(x))®i(x) = ((m1+m2)x+(b1+b2)) +(m3x+b3) =
(m1 + my + m3)x+ (b1 + by + b3) =
(mix + b1) + ((m2 + m3)x + (b2 + b3)) =
g(x) @ (h(x) @ i(x)) v
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Aufgabe 5.4 a)

3) Neutrales Element: 3e € GVac G:eca=ace=a

e=0x+0=0
fix)ye=(mx+b)+0=mx+b="1(x)=0+4 (mx+b) =
e®f(x) v

4) Inverses Element Vac G3a '€ G:aloa=acal=e¢
fx)@f(x) L =(mx+b)+(-mx—b)=0=e=
(—mx — b) + (mx + b) = f(x)"t @ f(x) v

5) Kommutativgesetz Va,b € G:aob=boa
g(x) @ h(x) = (m1 + ma)x + (b1 + by) =
(m2 + my)x + (b2 + b1) = h(x) © g(x) v

Da alle fiinf Axiome gelten, bildet die Menge eine abelsche Gruppe.
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Aufgabe 5.4 b)

Das neutrale Element beziiglich der elementweisen Multiplikation
ist die Einsfunktion: e =0x+1=1

Bei der Nullfunktion und allen Funktionen mit Nullstelle (m # 0)
kann es kein inverses Element f(x)~! geben, so dass

f(x) ® f(x)"! = 1 wire.

Beispiel mit der Nullfunktion:

J(x)=0x+0

Jx)ejx)"t=e

= Ox+00j(x) =1

= 00j(x)t=1

— 0=14
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Aufgabe 5.5

Geben Sie bei folgenden Strukturen an, ob es sich um Gruppen
handelt:

Falls ja, geben Sie an, ob es sich auch um eine abelsche Gruppe
handelt und geben Sie das neutrale Element und fiir ein allgemeines
Element sein Inverses an.

Falls nein, geben Sie das Gruppen-Axiom an, das verletzt wird.

a) (QT,-) (Definition: Q1 = {x € Q|x > 0})

Abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist 1. Das Inverse zu

jedem Element ist sein Kehrwert: Vx € Q7 : x - % = % x=1
b) (Q,") (Definition: @~ = {x € Q|x < 0})

Keine Gruppe, da keine Innere Verkniipfung: Das Produkt von

zwei negative Zahlen ist stets positiv und somit ¢ Q.

Das einzig mogliche neutrale Element (1) ist ebenfalls ¢ Q.

Somit kann es auch kein inverses Element geben.
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Aufgabe 5.6)

Betrachten Sie die Gruppen G; = (R, +) und G, = (R™,-) (wobei
R™T fiir die positiven reelen Zahlen ohne die Null steht).

Zeigen Sie, dass diese beiden Gruppen isomorph sind mit dem
Isomorphismus:

[:R—RY | wobei [(x)=c¢e"

Hinweis: Zeigen Sie, dass [ eine bijektive Abbildung ist und die
Gruppenstruktur erhlt, indem Sie die Isomorphiebedingungen
nachpriifen. Dafiir miissen Sie auch /! angeben.
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Aufgabe 5.6)

I:R—R" | wobei I(x)=-¢"

I ist surjektiv, da jeder Wert aus R* durch e mit x € R erreicht
wird, und injektiv, da nur jeweils ein einziges x fiir jedes Abbild in
Frage kommt.

Somit ist / bijektiv und die Umkehrfunktion lautet:

[T RT 5 R, 17H(x) = In(x)

Va,be Gy :1(a+ b)=1(a)-I(b)

e?th = e . eb v (Potenzgesetz)

Va,b€ Gy:17Y(a-b) = 17%(a)+ I71(b)
In(a- b) = In(a) + In(b) v'(Logarithmusgesetz)
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Aufgabe 5.7

Konstruieren Sie eine Struktur (M, o) mit einer Menge M aus 4
Elementen und einer Verkniipfungsoperation o, sodass in der
Verkniipfungstabelle zwar in jeder Zeile und Spalte genau ein
Element aus M steht, aber die Struktur dennoch keine Gruppe ist.

Hinweis: Versuchen Sie, das Assoziativgesetz zu verletzen!

of1]2]3]4

1

4

3

2

AlwiIN—

2
3
4

3
1
2

4
2
1

1
4
3

(203)0d4=404=3
20(304)=204=1
341
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Aufgabe 5.8

Geben Sie die Verkniipfungstabellen von @ und @ fiir folgende
Restklassengruppen an:

Z4, Z7 und Zg

Geben Sie zusatzlich fiir jedes Element das inverse Element an (falls
es eins gibt).

@af0)1]2]3)xF  @af[Of1]2]8 ] x

0 (fO0]1]2)|3 0 ||]0J0]0]O

3 1
2 _
1

=N WO

1 11213]0 1 0|12
2 (121301 2 /0120
3 13]0]1}2 310132

w
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Aufgabe 5.8

Verkniipfungstabelle Z7, ®:

erfojt]2]3]a[5]6]x"
0 Jo[1[2[3[4][5]6] O
1[[1]2]3][4]5]6]0] 6
2 [2]3]4]5|6]/0]1] 5
3 3]4[5]6|0[1]2] 4
4 |4]5]6]0|1[2]3] 3
5 [5]6[0][1[2[3]4] 2
6 |[6/0[1]2[3[4]5] 1
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Aufgabe 5.8

Verkniipfungstabelle Z7, ®:

orfojt]2]3]a[5]6]x"
0 JoJo[oJoJoJofo] —
1[[o[1]2[3]4|5]6] 1
2 [0|2[4]6|1[3]5] 4
3 0|3[6]2|5[1]4] 5
4 Jolal1]5]2]6]3] 2
5 [0]5[3][1]6[4]2] 3
6 |0]6[5|4(3[2]1] 6

Jorg Porath, Sebastian lwanowski
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Aufgabe 5.8

Verkniipfungstabelle Zg, &:

S¥)
[ee]
o
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—

S

Gl | W N| = OINO||O

OGP W NP ON| N

X

HIOINO OB W NN
NIHRIOINO OB W|Ww
WIN| P OINO| O D>
BHIWIN R OO OOl
RN W OO N O

ONO| OB W N
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Aufgabe 5.8

Verkniipfungstabelle Zg, ®:

&
=

~N[ OO P W N O| -
O\-PMO@-PI\)O?
NN P RO W OoO||w
#O#O#O#Ot
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Aufgabe 5.9

Geben Sie die Verkniipfungstabellen von ® fiir die folgenden primen

Restklassengruppen an:

Zy©a || 1]3
1 [[1]3
31

Ziy 01 || 115|711

Zi, 7% und Z,

1 1 (5|7 |11
5 511 11| 7
7 7111 | 5
11 11| 7 1

Zico | 1]2]3]4]5]6
1 1123|4516
2 2141611315
3 3162|514
4 411512613
5 513[1|6]|4]2
6 654 |13[|2]1
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Aufgabe 5.10

a) Geben Sie die Tabelle der Gruppe (Z§, ®9) an.
75, || [o | [2lo | [4]o | [Blo | [7]o | [Blo
[Lo || [to | [2]o | [4]o | [5le | [7]o | [8]o
[2lo || [2]o | [4lo | [Blo | [1]o | [5]o | [7]o
[4lo || [4]o | [8lo | [7]o | [2]o | [1]o | [5]o
[5lo || [5]o | [Llo | [2lo | [7]o | [8]o | [4]o
[7lo || [7]o | [5lo | [L]o | [8]o | [4]o | [2]o
[8lo || [8lo | [7lo | [Blo | [4lo | [2]0 | [L]o

b) Warum darf die Primzahl 3 nicht in (Z§, ®9) enthalten sein?

3 ist zu 9 nicht teilerfremd: [3]g o [3]o = [0]o
[0]o ¢ Zg == innere Verkniipfung verletzt!
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Aufgabe 5.11

Geben Sie fiir die vierelementigen Gruppen (Zg*, ®), (Z10*, ®),
(Z4,®) und (Z3,®) an, welche Gruppen isomorph sind. Tipp: Es
sind jeweils zwei isomorph. Geben Sie die Isomorphismen an und
begriinden Sie, warum nicht alle vier Gruppen isomorph sein

konnen.
Zg*,® 1 3 5 7
Z%a@Z (070) (05 1) (190) (171)
od | 1 | 2 | 2 | 2

Zio",® || 113197
Zg,Pq ||O0]1|2]3

ord “1‘4‘2‘4

Es kdonnen nicht alle vier Gruppen isomorph sein, da jedes Element
auf ein Element gleicher Ordnung abgebildet werden muss.
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Aufgabe 5.12

Geben Sie fiir die folgenden Elemente beziiglich der
komponentenweisen Addition ihre inversen Elemente an:

(2,2,0,2) € Z¢

(2,2,0,2)71 =(3,3,0,3)
denn (2,2,0,2) @ (3,3,0,3) =s (0,0,0,0)

(2,2,3,0,2) € Z3

(2,2,3,0,2)"1 = (4,4,3,0,4)
denn (2,2,3,0,2) ¢ (4,4,3,0,4) =6 (0,0,0,0,0)
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Aufgabe 5.12

Geben Sie ferner die Ordnung der Elemente an und weisen Sie das
durch Zwischenergebnisse nach:

(2,2,0,2) € Z&

ord(2,2,0,2) = 5

denn:

(2,2,0,2) &) (2,2,0 2) =5 (4,4,0,4) )
(4,4,0,4)®(2,2,0,2) =5 (1,1,0,1) 3)
(1,1,0,1)@ (2,2,0 2) =5 (3,3,0,3) (4)
(3,3,0,3)®(2,2,0,2) =5 (0,0,0,0) (5)
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Aufgabe 5.12

Geben Sie ferner die Ordnung der Elemente an und weisen Sie das
durch Zwischenergebnisse nach:

(2,2,3,0,2) € Z2

ord(2,2,3,0,2) = 6

denn:

(2,2,3,0,2) ©(2,2,3,0,2) =6 (4,4,0,0,4) (3
(4,4,0,0,4) ©(2,2,3,0,2) =6 (0,0,3,0,0) (3
(0,0,3,0,0)® (2,2,3,0,2) =6 (2,2,0,0,2) (4)
(2,2,0,0,2) @ (2,2,3,0,2) =6 (4,4,3,0,4) (5
(4,4,3,0,4) % (2,2,3,0,2) =4 (0,0,0,0,0) (6)
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Aufgabe 5.13

Geben Sie fiir jedes Element von Z3 die Ordnung beziiglich der
komponentenweisen Addition an (ohne Nachweis).

73,®3 || (0,0) | (0,1) | (0,2) | (1,0) | (1,1) | (1,2)
ord 1 3 3] 3 | 3 | 3
73,3 || (2,0) | (2,1) | (2,2)
ord 3 3 3
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Aufgabe 5.14

Finden Sie eine minimale Menge von Elementen aus Z% , welche die
gesamte Gruppe beziiglich der komponentenweisen Addition
erzeugt, und weisen Sie das nach.

73 =
{(20, 0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}

{(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} Cc Z3

(0,0,1) @2 (0,0,1) = (0,0,0)
(0,0,1) @5 (0,1,0) = (0,1,1)
(0,0,1) &5 (1,0,0) = (1,0, 1)
(0,1,0) @2 (1,0,0) = (1,1,0)
(0,0,1) &5 (0,1,0) @5 (1,0,0) = (1,1,1)

AuBer (0,0,0) haben alle Elemente die Ordnung 2. Mit weniger als
drei Elementen I3sst sich Z3 nicht erzeugen.
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Aufgabe 5.15

Uberpriifen Sie in Qg die Verkniipfungsergebnisse durch

Nachrechnen von:

-1 -1 -1 —x+1 1
a)(l X)OXX =1 Xx _§ Xx _Xi _Q‘/
— 1—x)—1 _
b) Xxl © (1 X) ( 1i)x = 1—>§< = —].X-l—x = Xil v

Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.
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Aufgabe 5.16

Betrachten Sie folgende bijektive Abbildung f zwischen (S3,0) und

(o) f(po) = x
f(p1) = 1ix
floa) = * =
f()) :%
o) = =5
floo) =1—x
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Aufgabe 5.16 a)

a) Zeigen Sie, dass f zwar ordnungserhaltend ist,...

f(po) = x Ordnung =1
f(p1) = 1 i . Ordnung =3
f(p2) = x ; L Ordnung =3
f(o)) = % Ordnung =2

f(or) = 1 Ordnung =2

f(o0o) =1—x Ordnung =2
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Aufgabe 5.16 a)

a) Zeigen Sie, dass f zwar ordnungserhaltend ist, aber dennoch
kein Isomorphismus, weil die Gruppenoperationen nicht
miteinander vertraglich sind, wie von einem Isomorphismus
gefordert.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, was bei den erzeugenden
Elementen p; und o fiir die Bilder f(p1) und f(o/) und die
jeweiligen Verkniipfungen gefordert wird.

proo; =0, = f(0,) = f(p1ooy)="f(p1)of(o))

1
1—x

(@]

X =

1 _ X
= 1 T ¥ = x1 7 1-x
X

X
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Aufgabe 5.16 b)

b) Verdndern Sie die Abbildung f, indem Sie f(p1) und f(o/)

beibehalten, aber die anderen Zuweisungen so vornehmen, dass
f insgesamt einen Isomorphismus bildet.

f(po) = x
1
f =
(1) = 17—
1 1 x—1
f(p2):f(plopl):f(pl)of(pl):l_XO]__X: X

Jorg Porath, Sebastian lwanowski
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Aufgabe 5.17 a)

AuRer den beiden Gruppen (S3,0) und (Qs, ©) aus der vorigen
Aufgabe sind auf Seite 196 noch zwei weitere Gruppen mit 6
Elementen angegeben: (Zs, ®6) und (Z§, ©9).

a) ldentifizieren Sie noch drei weitere Gruppen mit 6 Elementen
vom Typ (Z}, ®,). Geben Sie die 6 Elemente jeweils explizit
an.

73 ={1,2,3,4,5,6}
Zi, ={1,3,5,9,11,13}
Zig ={1,5,7,11,13,17}
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Aufgabe 5.17 b)

b) Begriinden Sie, warum diese neuen Gruppen alle zu einer der
vier bereits bekannten Gruppen isomorph sind.

Alle Gruppen aus a) sind zyklisch:

In Z3 hat 3 die Ordnung 6:
31=73,32=,2;,33=,6;,3*=,4,3°=,6;,3°=,1

In Z3, hat 3 die Ordnung 6.

31 =14 3; 32 =14 9; 33 =14 13, 34 =14 11, 35 =14 5; 36 =14 1
In Zig hat 5 die Ordnung 6.

51 =15 5; 52 =15 7; 5% =15 17; 5% =15 13; 5° =15 11; 509 =15 1

Nach Satz 5.9 sind damit alle isomorph zu den zyklischen
Gruppen (Zg, ©6) und (Zg, ©o).
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Aufgabe 5.18

Versuchen Sie, einen Kdrper mit 4 Elementen zu konstruieren:

a)

Gegeben sei die Gruppe (Za, @4).

Nehmen Sie die 0 aus dieser Gruppe heraus und konstruieren Sie
aus den restlichen drei Elementen eine Multiplikationsgruppe
(Z4 \ {0}, ®4), wobei 1 das neutrale Element sein soll.

Zeigen Sie an einem Beispiel, dass diese beiden Gruppen das
Distributivgesetz verletzen und die Struktur (Z4, ®4, ©4)
offensichtlich kein Kérper ist.

Konstruieren Sie den Kdrper GF(4) systematisch nach dem
Verfahren auf Folie DM5-20 mit einem zuldssigen Polynom und
vergleichen Sie die Tabellen mit denen von der vorigen Aufgabe.
Worin liegt der entscheidende Unterschied?

Verfahren Sie wie in b), aber verwenden Sie in unzulassiger
Weise das reduzible Polynom x? + 1. Warum ist dieses Polynom
unzuldssig? Was fallt lhnen an der Tabelle auf?
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Aufgabe 5.18 a)

a)

o] 0]1]2]3

Gegeben sei die Gruppe (Za, ®a).

Nehmen Sie die 0 aus dieser Gruppe heraus und konstruieren Sie
aus den restlichen drei Elementen eine Multiplikationsgruppe
(Z4 \ {0}, ®4), wobei 1 das neutrale Element sein soll.

Zeigen Sie an einem Beispiel, dass diese beiden Gruppen das
Distributivgesetz verletzen und die Struktur (Z4, ®4, ©4)
offensichtlich kein Korper ist.

0 [0[1]2]3 % |1]2]8
1 [[1]2]3
1[1]2]3]0
2 2131
2 [2]3|0]1 AR
33[0[1]2

Va,

byc€Zs: (a®ab)©ac=(a®sc)®as(b®ac)

(1©042)©43 = 3@43 =2
(1043)®4(2343) = 3@41 =0
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Aufgabe 5.18 b)

b) Konstruieren Sie den Kdrper GF(4) systematisch nach dem
Verfahren auf Folie DM5-20 mit einem zul3ssigen Polynom und
vergleichen Sie die Tabellen mit denen von der vorigen Aufgabe.
Worin liegt der entscheidende Unterschied?

4 =22 = Primkorper ist GF(2) p=2 r=2
Elemente: {0, 1, x, x+ 1}
Zuweisung: 0 1 2 3

@2 || (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1) @y f0]1]2]3
(0,0) [ (0,0) [ (0,1) [ (1,0) [ (1,1) 0 [ol1]273
(0,1) [ (0,1) | (0,0) | (1,1) | (1,0) 1 l1lo[3]2
(1,0) || (1,0) | (1,1) | (0,0) | (0,1) 2 [[2]3]0]1
(1,1) [ (1,1) | (1,0) | (0,1) | (0,0) 3 [372]1]0
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Aufgabe 5.18 b)

irreduzibles Polynom: g(x) = x® + x + 1

g(0)=20+0+1=>1
g(l)Egl—l—l—‘rlEQl

g(x) hat keine Nullstellen und deg(g(x)) <3 = irreduzibel

®2 H (070) ‘ (07 1) ‘ ( ) ‘ (171
(0,0) [[ (0,0) [ (0,0) [ (0,0) | (0,0
(0,1) | (0,0) | (0,1) | (1,0) | (L,1)
(1,0) || (0,0) | (1,0)
(1,1) || (0,0) | (1,1)
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Aufgabe 5

X @ (x +1) =5 x*> + x
s (X®+x+1)-1+1

(1,0) ®2 (1,1)

x2+x
—x2—x—1

1
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Aufgabe 5.18 b)

...vergleichen Sie die Tabellen mit denen von der vorigen Aufgabe.
Worin liegt der entscheidende Unterschied?

5] 0]1]2]3

T @4 ][1]2]3
a) 1 [[1]2]3]0 L1123
2 [[213]1
2 [[213]0]1 REAERE
3 [3[0]1]2
G l0]1]2]3 @4 |[0]1]2]3
0o fo[1][2]3 ofoloJoTlo
by 1 |[1]0]3]2 1 lo[1]2]3
2 [[213]0]1 2 o231
331210 3 ol3]1]2

Die Multiplikationsgruppen\{0} sind beide isomorph zu Z3, +.
Anderungen ergeben sich in der Additionstabelle, wodurch nun das
Distributivgesetz erfiillt wird.
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Aufgabe 5.18 c)

c) Verfahren Sie wie in b), aber verwenden Sie in unzuldssiger
Weise das reduzible Polynom x? 4 1. Warum ist dieses Polynom
unzuldssig? Was fallt lhnen an der Tabelle auf?

zu verwendendes Polynom sei: g(x) = x? + 1
g(0)=20+1=,1

g(l)Egl—i—lEzO

g(x) hat eine Nullstellen bei x =1 = reduzibel 4

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.
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Aufgabe 5
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Aufgabe 5.18 c) 2. Polynomdivision

(1,0) ®2 (1,1) = x @2 (x + 1) = x> + x

x2 + x = x?*+1)-1+x+1
x2 —1

x+1
@5 || (0,0)] (0,1) | (1,0) | (1,1)
(0,0) || (0,0) | (0,0) | (0,0) | (0,0)
(0,1) || (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
(1,0) || (0,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1)
(1,1) || (0,0) | (1,1) | (1,1)
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Aufgabe 5.18 c) 3. Polynomdivision

®5 || (0,0)] (0,1) | (1,0) | (1,1)
(0,0) [ (0,0) [ (0,0) [ (0,0) [ (0,0)
(0,1) || (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
(1,0) || (0,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1)
(1,1) [ (0,0) | (1,1) | (1,1) | (0,0)

Die entstandene Multiplikationsgruppe ist nicht einmal ein
Gruppoid, da mit (1,1) ®§ (1,1) =, (0,0) = e die innere
Verkniipfung verletzt ist.
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Aufgabe 5.19 a)

a) Betrachten Sie den missgliickten Versuch der
Multiplikationstabelle fiir einen Kdrper mit 8 Elementen aus
Beispiel 5.14, und weisen Sie mit einem anderen Beispiel als
dem von Beispiel 5.15 nach, dass das Distributivgesetz verletzt

ist.

((0,1,1)2(1,1,0)) ®(0,1,0) = (1,0,1) ®(0,1,0) = (1,1,0)
((0,1,1) ®(0,1,0)) @2 ((1,1,0) ®(0,1,0)) =
(1,0,0) @2 (1,1,1) = (0,1, 1)

(1,1,0) # (0,1,1)
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Aufgabe 5.19 b)

b) Weisen Sie mit Ihrem Beispiel aus a) nach, dass das
Distributivgesetz fiir die korrigierte Multiplikationsgruppe in
Beispiel 5.24 erfiillt ist.

((0,1,1)®2(1,1,0)) ®(0,1,0) = (1,0,1)®(0,1,0) = (0,0,1)
((0,1,1) ®(0,1,0)) @2 ((1,1,0) ®(0,1,0)) =

(1,1,0) @2 (1,1,1) = (0,0,1)

(0,0,1) = (0,0,1) v/
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Aufgabe 5.20

Schreiben Sie die Elemente der Gruppentafel fiir GF(8) aus Beispiel
5.24 auf S. 193/194 in den Zeilen und Spalten in einer solchen
Reihenfolge auf, dass man auf den ersten Blick sieht, dass die
Gruppentafel zyklisch ist.

Hinweis: Beachten Sie die analoge Konstruktion auf Seite 195 fiir

GF(9).

(0,1,0) hat die Ordnung 7 und ist somit ein erzeugendes Element.

®§ |/ (0,1,0) | (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1)
(0,1,0) [ (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1) | (0,1,0)
(1,0,0) |[ (0,1,1) | (1.1,0) | (1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0)
(0,1,1) || (1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0) | (0,1,1)
(1,1,0) |[ (1,1,1) | (1.0,1) | (0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0)
(1,1,1) || (1,0,1) | (0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,1)
(1,0,1) |[ (0,0,1) | (0.1,0) | (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1)
(0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1)
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Aufgabe 5.21

Arbeiten Sie in GF(9) mit folgender Benennung der Elemente:
{ 0 1, 2, x, x+1, x+2, 2x, 2x+1, 2x+2 }
0, 1, 2, 3, 4 5 6, 7, 8
Benutzen Sie folgende Rechentabellen und bei Bedarf das
irreduzible Polynom: x? + 1:

(eflof1f2[3[4[5[6[7[8]of[of1][2]3]4]5]6]7]8
00[1]2]3]4]5]6|7]8]0]0J0J0j0]0]0][0]0]0O
11]2]0(4]5(3|7|8|6|1]0/1/2|3/4/5|6|7]|8
2 [2[0[1]5|3|4|8|6|7|2]0|2|1|6|/8|7|3|5|4
3 3[4[5(6|7|8]0]1]2]3]0|3|6/2/5/8|1]4]7
4 4(5(3[7]8]6|1]2]0|40]4]8|5|6|1|7]|2]3
55(3]4]8|6|7]2]/0]1|5]0|5/7|8/1/34]6]|2
6 [6]7]8|0|1]2]34]5/6]0|6/3|1/74/2|8]5
7786|120 ]4]5(3|7]0|7|5/4|2|6/8]|3|1
886|720 1|53 4|8 0|8/4|7/3/2|5]/1]6
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Aufgabe 5.21

Priifen Sie die Korrektheit der Tabellen an folgenden Beispielen
nach:

a) 504 = (x+2)+(x+1)=32x=6 Vv
b) 504 = (x+2) - (x+1)=3x>+2
X2 4+2=3(x2+1)-1+1 =1V

x> -1
1
) 7807 =(2x+1)+(2x+1)=3x+2=5V
) 702 2(@2x+1)-2=3x+225¢
e) 8®2 =(2x+2)+2=32x+1=7V
f)802 =(2x+2)-2=3x+1=4V
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Aufgabe 5.21

g) Uberpriifen Sie das Distributivgesetz mit den Elementen
2, 3 und 4.

(adob)oc=(a0c)@d(b®c):

(263)04=504=1
204)a(B04)=805=1v

coO(adb)=(coa)@®(cOb):

40(233)=405=1
(402 @ (403)=845=1V
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Aufgabe 5.22

Untersuchen Sie, ob es zu den folgenden Zahlen einen Kérper mit

dieser Anzahl von Elementen gibt. Falls ja, geben Sie die Elemente
in Vektor- oder Polynomschreibweise an. Falls nein, begriinden Sie
Ihre Antwort.

a) 13 GF(13) =
{(0).(1),(2),(3),(4), (5).(6), (7), (8).(9), (10), (11), (12)}

c) 21 =3 -7 und somit keine Potenz einer Primzahl p
d) 100 = 22 - 55 und somit keine Potenz einer Primzahl p
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Aufgabe 5.23

a)

Geben Sie alle Elemente aus GF(16) in Polynomschreibweise
an.

GF(16) =

0,1, x,x + 1,x2, x> + 1, x> + x, x> + x + 1,x3,x3 + 1,
X34, x34+x+1, 34+ x2, X34+ x2 41, 34+ x2+x, X3+ x2+x+ 1}
Berechnen Sie (x? + x) ® (x® + 1): Finden Sie dafiir ein
geeignetes irreduzibles Polynom, und weisen Sie die
Irreduzibilitat explizit nach.

Irreduzibles Polynom: h(x) = x* + x + 1

x* + x + 1 Iasst sich nicht in zwei kleinere Polynome mit

deg > 0 zerlegen: Wegen x* und 1 kidmen auf einer Seite nur
die Faktoren x + 1, x2+ 1 und x2 + x + 1 in Betracht. Es |3sst
sich jedoch (mittels Polynomdivision) kein passender zweiter
Faktor finden.
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Aufgabe 5.23 b)

(x®+x) @2 (x3+1) =0 x5+ x* + x2 +x

x5 4 x* +x% + x ="+ x+1)-(x+1)+x+1
—x° —x% —x
A
—x* —x—1
x+1

(P+x)5(x3+1)=x+1
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Aufgabe 5.24

a) Berechnen Sie das Polynom (3x* + 4x3 + 2x) modulo
(x3 + x +4) in Z7[x].
b) Fiir welchen Korper ist diese Berechnung relevant?
c) Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit Sie diese Rechnung

hier zur Erstellung einer Multiplikationstabelle verwenden
kénnen? Ist diese Bedingung hier erfiillt? (Begriindung!)
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Aufgabe 5.24 a) + b)

a) Berechnen Sie das Polynom (3x* + 4x3 + 2x) modulo
(x3 + x +4) in Zz7[x].

3x* + 4x3 + 2x =7 (x> + x+4)- (3x +4)+ (4x> +5)
—3x* —3x% — 12x
4x3 4+ 4x2 + 4x
—4x3 — 4x—-16
4x> + 5

b) Fiir welchen Korper ist diese Berechnung relevant?
73 =343 = GF(343)
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Aufgabe 5.24 c)

c) Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit Sie diese Rechnung
hier zur Erstellung einer Multiplikationstabelle verwenden
kénnen? Ist diese Bedingung hier erfiillt? (Begriindung!)

gx)=x3+x+4

g(0)=70+0+4=74
g(l)=7141+4=76
g2)=71+24+4=70

Das Polynom x3 + x + 4 hitte in Z7[x] irreduzibel sein miissen.
Das ist es aber nicht, da es bei x = 2 eine Nullstelle hat.
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Aufgabe 5.25

Untersuchen Sie den Kérper mit 343 Elementen und vergleichen Sie
Ihre Resultate mit einem der zur Verfligung stehenden Programme
tiber Endliche Korper (herunterzuladen von der Seite:
http://www.fh-wedel.de/mitarbeiter/iw/f-e/fertig/
sw-projekte/galoisfeld/)
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Aufgabe 5.25 a)

a) Geben Sie ein geeignetes irreduzibles Polynom an und weisen Sie
die Irreduzibilitdt explizit nach!
Hinweis: Arbeiten Sie mit moglichst kleinen Koeffizienten! Man
findet schnell einen geeigneten Kandidaten.
g(x)=x3+x+1
(O) =04+40+1=71
g2)=r1+2+1=74
(4)
(5)
(6)
(x)

0 0y

4)=71+4+1=76
5 E76+5+].E75
g(6)=r6+6+1=76

0y 0y

g(x) hat keine Nullstellen und deg(g(x)) <3 = irreduzibel
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Aufgabe 5.25 b)

b) Uberpriifen Sie das Resultat von 200 @ 300, indem Sie die
Vektoraddition explizit durchfiihren!

200=4-72+4
200 = 4x2 4+ 4 = (4,0,4)
300=6-72+6

300 = 6x% 4+ 6 = (6,0,6)

200 & 300 :
(4,0,4) @ (6,0,6) =7 (3,0,3)
3.724+3=150

200 @ 300 = 150
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Aufgabe 5.25 c)

c) Uberpriifen Sie das Resultat von 200 ® 300, indem Sie die
Polynommultiplikation und anschlieBende Reduktion explizit
durchfiihren!

200 ® 300 :
(4x% 4+ 4) - (6x® +6) = 24x* +48x% + 24 =7 3x* + 6x> + 3

3x* + 6x2 +3=7 (3 +x+1)-3x+ (3x*> +4x +3)
—3x* — 3x% — 3x
3x2 +4x +3

3.7244.74+3=178
200 ® 300 = 178
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Aufgabe 5.25 d)

d) Uberpriifen Sie wie eben das Resultat von 45 ® 40!

45=6-7+3
45 2 6x +3 = (0,6,3)
40=5-7+5

40 = 5x +5 = (0,5,5)

45 40 :

(6x +3) - (5x +5) = 30x? + 45x + 15 =7 2x% +3x + 1
2.724+3-7+1=120

45 ® 40 = 120
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Aufgabe 5.25 e)

e) Uberpriifen Sie die Resultate von 200 © 300 und 200 @ 300,
indem Sie diese mit jeweils einer anderen Operation im selben
Programm iiberpriifen! Geben Sie in lhrer Lsung an, mit
welchen Operationen Sie das liberpriift haben!

200 © 300 = 250
250 & 300 = 200 v

200 © 300 =3
3® 300 =200 v
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Aufgabe 6.1

Beweisen Sie den Satz, dass es n* k-Tupel einer n-elementigen
Menge gibt, mit vollstandiger Induktion iiber k: Sie diirfen
benutzen, dass ein kartesisches Produkt zwischen zwei Mengen M
und N insgesamt |M| - |N| Elemente enthilt (Satz 6.1, Teil 2).

Induktionsverankerung A(1) und A(2):

Da es keine 0-Tupel einer n-elementigen Menge gibt aber n® = 1
ware, gilt der Satz erst ab k > 1:

Sei k = 1, dann sind die 1-Tupel einer n-elementigen Menge M die
Elemente der Menge selbst. Es gibt also n = n' 1-Tupel. v/

Sie k = 2, dann ist die Menge aller 2-Tupel (Paare) einer
n-elementigen Menge M das kartesische Produkt M x M.
Nach Satz 6.1, Teil 2 ist [(M x M)| = |[M|-|M|=n-n=n? v
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Aufgabe 6.1

Induktionsschluss A(n) = A(n+1):

Zu zeigen:

Es gibt n“*! (k + 1)-Tupel einer n-elementigen Menge M.

Die Menge aller (k + 1)-Tupel einer n-elementigen Menge M ist die
(k + 1)-stellige Verkniipfung

Mx Mx ..xM={(a1,...,ak, ak+1) | a1, ..., ak, ak+1 € M}

k+1 Faktoren

und gleichméachtig zu der Hintereinanderschaltung
(MxMx..xM)xM={((a1, .., k), ak+1) | a1, ..., ak+1 € M}

k Faktoren

deren Elemente sich nur durch die Klammerung unterscheiden.
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Aufgabe 6.1

Nach Induktionsannahme hat die Menge
Mx M x ...x M={(a,...,ax) | a1, ..., ak € M} n* Tupel.

k Faktoren

Somit hat nach Satz 6.1, Teil 2 die Menge
(M X M x ... x M) X M= {((al,...,ak),ak+1) ‘ at,...,dk+1 € M}

k Faktoren

nk . |M| = nk. n= n*1 Tupel. v
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Aufgabe 6.2

Bestimmen Sie die Anzahl der durch 2, 3, 9 oder 11 teilbaren
natiirlichen Zahlen kleiner gleich 200 mit Hilfe der Siebformel.

Die Vielfachen von 9 sind auch Vielfache von 3. Damit bleibt die
Anzahl dieselbe, wenn man nur die Teilbarkeit durch 2, 3 oder 11
betrachtet. Damit hat man die Vielfachen von 9 vollstandig erfasst.
My ={xeN|(3geN:x=2-qg) Ax <200} ={0,2,4,...,200}
Ms;={xeN|(3g e N:x=3-g9) Ax <200} = {0,3,6,...,198}

Mii ={xeN|(3ge N:x=11-g) Ax <200} =
{0,11,22, ..., 198}
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Aufgabe 6.2

‘Mg U M3 U Mgy U M11| = ‘Mz UMz U M11|

Slebformel
‘MQ‘ + ’M3| + |M11’ — |M2 N M3| — |M2 N M11| — |M3 N M11| +
‘Mz N Mz N M11|

Berechnung der Anzahl der Elemente der Einzelmengen:
|Ms| = [{0,2,4,...,200}| = 20 + 1 = 101

|Ms| = |{0,3,6,...,198}| = 12 + 1 =67
|Mi1| = {0,11,22,...,198}| = 1% 1+ 1 =19

|Mo N Ms| = [Mg| = 1{0,6,12,...,198}| = 18 1 1 =34
|Ma N My1| = [Mao| = [{0,22,44, ...,198}| = 18 + 1 =10

|Ms 1 My1| = [Ma3| = [{0,33,66,...,198} = 28 + 1 =7
|Mz N M3 N Mu| = [{0,66,132,198} = 4

Damit ergibt sich fiir die Gesamtmenge:
My U M3 U Mg U Myi| = 101467 +19—34—10 -7+ 4 = 140
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Aufgabe 6.3

Ist es besser, zwei 3-stellige Zahlenschlsser oder ein 6-stelliges zu
benutzen? Begriinden Sie lhre Antwort!

Es ist besser ein 6-stelliges Zahlenschloss zu benutzen.

Zwei 3-stellige Zahlenschlésser:
2 -10% = 2.000 mégliche Kombinationen

Ein 6-stelliges Zahlenschloss:
1-10°% = 1.000.000 mdgliche Kombinationen
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Aufgabe 6.4

Gegeben sei die Menge {a, b, c,d, e, f}.
Bilden Sie alle 4-elementigen Teilmengen und vergleichen Sie ihre
Anzahl mit dem entsprechenden Binomialkoeffizienten.

{a,b,c,d} {a,b,c,e} {ab,c,f} {ab,d,e} {ab,d f}
{a,b,e,f} {a,c,d,e} {ac,d,f} {ac,ef} {ade f}
{b,c,d,e} {b,c,d,f} {b,c,e,f} {b,d,e,f} {c,d,e f}

= 15 Teilmengen.
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Aufgabe 6.5

Aus dem ASCII-Alphabet (mit n = 26 Zeichen) sollen Warter der
Lange k = 2; 3;4 so gebildet werden, dass die Wiederholung eines
Zeichens je Wort ausgeschlossen ist. Wie viele Worter kénnen
jeweils gebildet werden?

k = 2: Es kdénnen 26 - 25 = 650 Worter gebildet werden.

k = 3: Es kénnen 26 - 25 - 24 = 15600 Worter gebildet werden.

k = 4: Es kdnnen 26 - 25 - 24 - 23 = 358800 Woaérter gebildet werden.
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Aufgabe 6.6

Welchen Koeffizienten hat der Term a*b?cd® in (a+ b + ¢ + d)19?
() Q) Q) () =T33

210 - 15 - 4 - 1 = 12600
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Aufgabe 6.7

Beweisen Sie den folgenden Zusammenhang zwischen den
Binomialkoeffizienten:

n\ (n-—1 L n—1

k)  \k-1 k
Wir benutzen nicht die Originaldefinition 6.1, sondern die
Charakterisierung aus Gleichung (6.9) auf S. 241:

(1) = mom
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Aufgabe 6.7

Einsetzen dieser Charakterisierung in die rechte Seite ergibt:

<::1>+<n;1>_(k (1I;I()I K)! +kLEZ:i{1ﬂ

k-(n=1!'+(n—k)-(n—1)!

auf Hauptnenner k!-(n—k)! bringen k! - ( — k)l
_(k+n—k)-(n—=1)!  n-(n—-1)! n! (",
T K=K k(- k) kl-(n—k) \k
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Aufgabe 6.8

Gegeben sei die Permutation (254 3) (97) (16 8)

a) Schreiben Sie diese als Permutationstabelle und als Anordnung
auf.
8 9
1 7

£ 1 2 3 4

o= \6 5 2 3
fo=65234891

b) Geben Sie die Zerlegung in Transpositionen an.

(23)(24)(25)(97)(18)(16)

56 7
4 8 9
7

c) Ist die Permutation gerade oder ungerade?
gerade!

(gerade Anzahl von Transpositionen)
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Aufgabe 6.9

Gegeben sei die Permutation
(202 5 4) (12 10 13) (19 3 9 7 15) (11 14 17) (1 16 6 8 18).

Ist die Permutation gerade oder ungerade?
(Hinweis: Lésungszeit < 1 Minute).

ungerade!

da ungerade Anzahl ungerader Zyklen: (20 2 5 4)

Achtung:

Ein Zyklus mit einer geraden Anzahl von Elementen l3sst sich mit
ungerade vielen Transpositionen darstellen, ist also ungerade.
Daher ist ein Zyklus mit einer ungeraden Anzahl von Elementen
gerade (trifft auf alle anderen Zyklen oben zu).
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Aufgabe 6.10

Vergleichen Sie die Permutationsgruppe I3 von Seite 251 mit der
Symmetriegruppe S3 von Seite 185:
a) Geben Sie den Isomorphismus zwischen I3 und S3 explizit an.

53,0 po P2 o oy 0o

Ma,o | (1) (123) (132) (12) (23) (13)

ord 1 3 3 2 2 2
f(p1) = (123) und f(o;) = (12) als erzeugende Elemente
festgelegt.

f(p2) = (132) ergibt sich aus einem verbleibenden Element
mit Ordnung 3.

f(or) = f(p2001) = f(p2) o f(o)) = (132) 0 (12) = (23)
f(0o) = (13), da jeweils letztes verbleibendes Element.

b) Geben Sie fiir jedes Element aus I3 sein Inverses an.
xeNs | (1) (123) (132) (12) (23) (13)
—1
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Aufgabe 6.10 c)

c) Zeigen Sie, dass die Menge aller ungeraden Permutationen
keine Untergruppe von I3 ist.

Die Menge aller ungerader Permutationen {(12), (13), (23)} ist
keine Untergruppe, da bei der Komposition von zwei ungeraden
Permutationen eine gerade Permutation entsteht und somit die
innere Verkniipfung verletzt wird.

Beispiel: (12) o (13) = (132)
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Aufgabe 6.11

Betrachten Sie die Gruppe S aller Permutationen der Zahlen
1,2,3,4:

a) Schreiben Sie alle Elemente in Zyklendarstellung auf, und
kennzeichnen Sie die Elemente der alternierenden Gruppe Aj.

o1 = (1) o7 = (3 4) o13=(143) o19=(1342)
02—(12) 0'8:(123) 014:(234) 0'20—(1423)
03_(13) 0'9:(124) 015:(243) 0'21—(1432)
04—(14) 0'10:(132) 016:(1234) 0'22:( )( )
o5 =(23) 011=(134) 017=(1243) o0x3=(13)(24)
o6=(24) 012=(142) 018=(1324) ou=(14)(23)
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Aufgabe 6.11 b) und c)

b) Geben Sie zu den Elementen (1 3 2 4) und (1 3)(2 4) die
Inversen an.

(1324)1=(4231)=(1423)
(13)(24) 1 =(13)(24)

c) Zeigen Sie an den Elementen von b), dass in S4 das
Kommutativitatsgesetz nicht gilt.
(1324)0(13)(24) =(12)
(13)(24)0(1324)=(34)

Die Ergebnisse sind nicht gleich.
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Aufgabe 6.11 d)

d) Fiir besonders interessierte Knobler:
Stellen Sie analog zum Isomorphismus zwischen I3 und S3 die
den Permutationen von S, entsprechenden Symmetrien eines
Quadrats A, B, C, D dar, und geben Sie fiir jede Symmetrie an,
wie Sie diese durch Hintereinanderschaltung von Rotationen und
Spiegelungen erreichen.

Jede Symmetrie eines Quadrats ist eine Rotation oder Spiegelung:

D C . o .

ADB Die Identitat entspricht o1 = (1).

c B . . o .

D\:lA Die Rotation um 90° entspricht 016 = (1234).

Bl:lA Die Rotation um 180° entspricht o23 = (13)(24).

C D
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Aufgabe 6.11 d)

® >
o O

Die Rotation um 270° entspricht oo = (1432).

Die Spiegelung an der Diagonalen AC entspricht
o6 = (24).

> @
o o0

Die Spiegelung an der Diagonalen BD entspricht
o3 = (13).

Die Spiegelung an der Mittelsenkrechten entspricht
o2 = (12)(34).

@ O
> O

Die Spiegelung an der Mittelwaagerechten entspricht
024 = (14)(23).

O o0gogg

o >
0 ©®
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Aufgabe 6.11 d)

Die Hintereinanderschaltung dieser Symmetrien ergibt wieder eine
dieser Symmetrien, d.h. diese 8 Permutationen bilden eine
Untergruppe von S;.

Die Untergruppe der Symmetrien eines Quadrats enthilt 4 gerade
(01,023, 022,024) und 4 ungerade (016,021, 06, 03) Permutationen.
Anders als beim gleichseitigen Dreieck entsprechen hier nicht die
Rotationen der einen und die Spiegelungen der anderen Kategorie,
sondern mischen sich darin.

Die Menge der geraden Permutationen dieser Symmetrien bildet
wiederum eine Untergruppe aus 4 Elementen, welche isomorph zu
(Za X Zp,®y) ist, da jedes Element zu sich selbst invers ist.
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Aufgabe 6.12

Betrachten Sie die Gruppe Ss.
a) Geben Sie an, wie viele Elemente diese Gruppe hat.
5 =1-2-3-4-5=120

b) Geben Sie ein Element maximaler Ordnung an.
Weisen Sie die Ordnung explizit nach, und begriinden Sie
informell, warum es kein Element gréRerer Ordnung geben

kann.

(123)(45), Ordnung = 6:

(123)(45) o (123)(45) = (132)

(123)(45) o (123)(45) o (123)(45) = (45)

(123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o (123)(45) = (123)
(123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o (123)(45) =
(132)(45)

(123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o
(123)(45) = (1)
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Aufgabe 6.12 b)

Begriindung:

Jeder n-elementige Zyklus verschwindet bei n-facher
Hintereinanderschaltung, weil dann jedes Element wieder auf sich
selbst abgebildet wird.

Die Ordnung einer Permutation ist also das kleinste gemeinsame
Vielfache (kgV) der jeweiligen Anzahl der Elemente aller disjunkter
Zyklen.

Die Summe der Elemente aller disjunkter Zyklen einer Permutation
der Menge M ist maximal |M|, bei Ss also 5.

Die maximale Ordnung bei |M| =5 ist kgV/(2,3) =2-3 = 6.
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Aufgabe 7.1 a)

Bilden Sie die Adjazenzmatrix und die Adjazenzliste des folgenden
Graphen:
A

0100000
1011000
A—l0 10100 0
: 0010110
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Aufgabe 7.1 a

Bilden Sie die Adjazenzmatrix:

01 000O0OOOTI1IO0TO0OOOQO

O O O O O oo o o - 0o
O O O O OO0 OO =
OO OO —-H OO o - - 0O
OO OO 0O+ 0O O o
— O OO+ - O OO OO
O O OO - 0O+ O OO o
OO A 410 A = =+ OO
OO - O - O OO O oo
= O - - OO OOOO
- O - O O O OO O oo
O -1 OO OO+ O o o o
- O OO 00O+ O 0o oo

Il

<

c
(7]
0
L
T
c
=
2
(V]
L=
=
X~
=
©
E
(7]
<
=)
©
=
[
3
7]
4
~
i)
[a)
i
o
=
[14]
=
3
N
=
(7]
b0
5
=
@
0
a
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Aufgabe 7.1 a)

.. und die Adjazenzliste:

Ecke | benachbarte Ecken

O
T

()
T
(-

WImMmmMmOONOTI
m
M

m
()

X —

rXee—IToOommoOnw>
XETMmM>MOO0OWT>W
— X

—
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Aufgabe 7.1 b) und ¢)

b) Begriinden Sie, warum der Graph keinen Eulerkreis hat.
Die Ecken | und L haben die Valenzen 3 und 1, welche
ungerade sind. Damit kann es keinen Eulerkreis geben, aber
immerhin einen Eulerweg, denn alle anderen Valenzen sind
gerade.
Beachte: Schlingen (hier bei |, J, K) z3hlen doppelt, weil die
Ecke Anfangs- und Endecke der Schlinge ist.

c) Fiigen Sie moglichst wenige Kanten hinzu, sodass der Graph
einen Eulerkreis hat.
Fiige die Kante /L hinzu, und alle Valenzen sind gerade. Damit
gibt es einen Eulerkreis.
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Aufgabe 7.2 a)

a) Finden Sie im folgenden Graphen einen Eulerkreis (oder
Eulerweg) und einen Hamiltonkreis, falls das mdoglich ist.
Begriinden Sie gegebenenfalls, warum es nicht geht.

B C
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Aufgabe 7.2 a)

Eulerweg: Hamiltonkreis:
B C
D
A
F E

Nur Eulerweg zwischen A und H wegen ungerader Valenz moglich.
z.B.: A-B-C-G-B-H-C-D-E-F-D-H-F-A-H
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Aufgabe 7.2 b)

b) Ergibt der folgende Graph andere Resultate?
B Cc
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Aufgabe 7.2 b)

Eulerweg: Hamiltonkreis:
B C
D
A
F E

Nur Eulerweg zwischen A und H wegen ungerader Valenz méglich.
z.B.: A-B-C-G-B-H-C-D-E-F-D-A-F-H
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Aufgabe 7.2 c)

c) Ergibt der folgende Graph andere Resultate?
B Cc
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Aufgabe 7.2 c)

Eulerweg: Hamiltonweg:
B C
D
A
F E

Nur Eulerweg zwischen H und D wegen ungerader Valenz moglich.
z.B.: H-F-A-B-C-G-B-H-C-D-E-F-D

Da E, A und G den Grad 2 haben sind fiir den Hamiltonweg die
ineinandergreifenden Teilabschnitte D-E-F, F-A-B und B-G-C
vorgegeben. Duch hinzufiigen von C-H entsteht nur ein
Hamiltonweg aber kein Hamiltonkreis.
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Aufgabe 7.3

Konstruieren Sie eine Graphen, der einen Eulerkreis, aber keinen
Hamiltonkreis hat.
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Aufgabe 7.4

Berechnen Sie in dem gewichteten Dodekaedergraphen den
kiirzesten Weg von A nach B mit dem Algorithmus von Dijkstra.
Sie miissen nicht alle Zwischenschritte angeben, aber zeichnen Sie
die kiirzesten Wege zu allen Punkten ein, die dieser Algorithmus

berechnet hat.
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Aufgabe 7.4

(8)
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Aufgabe 7.5

Bestimmen Sie in dem bewerteten Dodekaedergraphen einen
minimalen spannenden Baum nach dem Algorithmus von Kruskal.
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Aufgabe 7.6

Bilden Sie im Ubungsgraphen von Abbildung 7.43 Geriiste, die
folgende GroRen minimieren:

a) Gesamtldnge der Wege von A zu allen anderen Ecken (Dijkstra)
b) Gesamtldnge aller Kanten (Kruskal)

Berechnen Sie die Gesamtlange der Wege von A sowie aller Kanten
fiir beide Gerliste.
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Aufgabe 7.6 a)

Dijkstra: H

Gesamtlange der Wege von A: 54
Gesamtlange aller Kanten: 27
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Aufgabe 7.6 b)

Kruskal: H

Gesamtlange der Wege von A: 63
Gesamtldnge aller Kanten: 23
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Aufgabe 7.7

Zeichnen Sie alle Bdume mit 6 Ecken und wahlen Sie fiir jeden
Baum eine Wurzel so aus, dass seine maximale Suchtiefe minimal
ist. Geben Sie diese Suchtiefe an.

W
W W W w
Suchtiefe:
3 2 2 2 2 1
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Aufgabe 7.8

Zeichnen Sie:

a) einen bindren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.

b) einen terndren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.

c) einen 5-3ren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.

d) Losen Sie die Aufgaben a) bis c) mit 18 Blattern statt Knoten.
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Aufgabe 7.8 a)

Zeichnen Sie:

a) einen bindren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.
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Aufgabe 7.8 b)

Zeichnen Sie:

b) einen terndren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.
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Aufgabe 7.8 c)

Zeichnen Sie:

c) einen 5-dren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.
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Zusatz zu Aufgabe 7.8

Zeichnen Sie:
d) Losen Sie die Aufgaben a) bis ¢) mit 18 Blattern statt Knoten.

a)
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Zusatz zu Aufgabe 7.8

Zeichnen Sie:
d) Losen Sie die Aufgaben a) bis ¢) mit 18 Blattern statt Knoten.

b)

Jorg Porath, Sebastian lwanowski Ldsungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen.



Zusatz zu Aufgabe 7.8

Zeichnen Sie:
d) Losen Sie die Aufgaben a) bis ¢) mit 18 Blattern statt Knoten.

c)
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Aufgabe 7.9

Beweisen Sie mit Hilfe des Satzes von Kuratowski, dass der
Petersengraph nicht planar ist.

Der Petersengraph enthilt als Untergraph eine Unterteilung von
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Aufgabe 7.10 a)

Ist der Ubungsgraph von Abbildung 7.43 planar? Begriinden Sie
Ihre Antwort!

Der Graph ist nicht planar, weil er Unterteilungen von Ks und K33
enthalt.
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Aufgabe 7.10 a)

Unterteilung von Ks: J-M-K-C-B
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Aufgabe 7.10 a)

Unterteilung von Ks: M-H-G-E-K
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Aufgabe 7.10 a)

Unterteilung von Kg: M-H-G-L-K
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Aufgabe 7.10 a)

Unterteilung von K33: J,M,H und I,K,G
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Aufgabe 7.10 b)

Falls die Antwort in der vorherigen Aufgabe "ja" war, fiigen Sie
Kante(n) hinzu, sodass der Graph nicht mehr planar ist. Falls die
Antwort "nein” war, entfernen Sie Kanten, sodass der Graph planar
ist. Begriinden Sie wiederum lhre Antwort!

Da der urspriingliche Graph nicht planar ist, miissen also Kanten
entfernt werden, bis er planar ist.
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Aufgabe 7.10 b)

Losung mit der Entfernung von nur einer Kante
urspriinglicher Graph:
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Aufgabe 7.10 b)

Entfernung der Kante C-D:
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Aufgabe 7.10 b)

Uberkreuzungsfreie Zeichnung:
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Aufgabe 7.10 b)

Der Graph ist planar.
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Aufgabe 7.11

Zeigen Sie anhand der Europakarte, dass der duale Graph, der
entsteht, wenn man die Kdnigsberger Exklave und Russland als ein
Land betrachtet, das im dualen Graphen nur durch eine Ecke
reprasentiert wird, nicht planar ist.

Der duale Graph enthilt als Untergraph ein K33 mit Lettland,
Litauen und Polen auf der einen und Russland, WeiRrussland und
der Ostsee auf der anderen Seite.
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Aufgabe 7.12 a)

Firben Sie die Ecken des Ubungsgraphen von Abbildung 7.43 so,
dass benachbarte Ecken verschiedene Farben haben. Versuchen Sie
mit einer minimalen Anzahl von Farben auszukommen.

Die nachfolgende Lésung kommt mit 4 Farben aus. Mit weniger
Farben geht es nicht, weil der Graph den K; mit den Ecken B, C,
K, J als Teilgraphen enthilt.
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Aufgabe 7.12 a)
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Aufgabe 7.13

Farben Sie die Bundeslander von Deutschland so, dass benachbarte
Lander unterschiedliche Farben bekommen, aber insgesamt
moglichst wenige Farben verbraucht werden.
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