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4. Zahlentheorie

In diesem Kapitel reprasentieren die Variablen aller Definitionen und Satze
(Regeln), wenn nicht anders spezifiziert, ganze Zahlen (Elemente von 2).
Fast alle Definitionen und Satze kdnnen auch auf N beschrankt werden.

4.1 Tellbarkeit

Definition von Teilbarkeit

Eine ganze Zahl m # O teilt eine ganze Zahl n, wenn es eine ganze Zahl q gibt mit: n = g-m
(Vm,neZ:m|n:e31qeZ:n=qgm)

Teilbarkeitssatze iber Summen, Differenzen und Produkte

) min Am|n,=m](n+ny)
2) min;Am|n,=m](n-ny)

3) m|n, = m | (N4 Ny)



4. Zahlentheorie
4.1 Teillbarkeit

GrofRenbeschrankungen flur Teiler und Vielfache

1) Sein # 0: FUr jeden echten Teilerm #1,n-nvonngiltt m<|n/2]|

2) Flr zwei Teiler p,gvon n mitp - g =ngilt: (p <vn) v (g £ vn)

3) Die einzigen Vielfachennvon mmit | n| < | m|sind —m, 0 und m



4. Zahlentheorie
4.1 Teillbarkeit

Zahlendarstellungen mit Hilfe von Zahlenbasen

n==(a'b +a b1+ ... +a,bo wobei Vje{0,...,i}: ae€{0,1,...,b-1}
Kurzdarstellung: n =+ [a,a_, ... ay],

Dezimale Darstellung: b=10

Binare Darstellung: b=2

Definition der Quersumme Q,(n) in Abhangigkeit von der Zahlenbasis b:
Essein=z*[a a_ ... ay, Q,n):=a +a_+...+3q,

Quersummenregeln
3| n < 3] Qqn)
91n < 9]Qqn) Allgemein:  b-1|n < b-1| Qg(n)

Fur die binare Quersumme gibt das keine hilfreiche Quersummenregel.



4. Zahlentheorie
4.1 Teilbarkeit
Definition von ggT und kgV
a=ggT (mn):e(@|m)Aa(@|n)Af(b|m)A(b|n)=>(b=<a)

a=kgvV(mn):e(mla)A(n|a)ar(@>0)A[(m|b)A(n|[b)A(b*0)=(a<]|b)]
Zusammenhang zwischen ggT und kgV

vV m,n € N\{0}: ggT (m,n) - kgV (m,n) =m -n

Teilbarkeitsregel fir teilerfremde Zahlen

Definition: Zwei ganze Zahlen m,n heilen teilerfremd :< ggT (m,n) = 1

Satz: Far zwei teilerfremde Zahlen m,n und eine ganze Zahl a gilt :
m|aAn|a=>mn|a



4. Zahlentheorie
4.2 Tellen mit Rest

Definition von ganzzahligem Quotienten und Rest

(1) Sein=q-m+r fur ganze Zahlen nm,q,r, 0 <r<|m|
Dann ist g der ganzzahlige Quotient von n geteilt durch m (q = n DIV m)

Dann ist r der ganzzahlige Rest von n geteilt durch m (r = n MOD m)
Eindeutigkeit und Existenz von ganzzahligem Quotienten und Rest

Fur beliebige zwei ganze Zahlen n und m*0 gibt es die Darstellung (1)

Die Darstellung (1) ist eindeutig,
d.h. g und r sind zu gegebenen n,m eindeutig bestimmt.



4. Zahlentheorie
4.2 Tellen mit Rest

Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung von ggT und kgV

Satz. Sein=qg-m+r fur ganze Zahlen nm,q,r, 0 <r<m

Dann gilt: ggT (n,m) = ggT (m,r)

Algorithmus: 1) Berechne qundrfirnund m

2) Fallsr=0: Setze ggT = m, fertig!
Anderenfalls: Setze n:=mund m :=rund gehe zu 1)



4. Zahlentheorie

4.3 Primzahlen

In diesem Abschnitt reprasentieren die Variablen aller Definitionen und Satze
(Regeln), wenn nicht anders spezifiziert, nattrliche Zahlen (Elemente von N).
Definition

Eine naturliche Zahl p > 1 heif3t Primzahl, wenn p und 1 die einzigen Teiler von p sind
( p heildt Primzahl . (peN)A(P>1DA((hneN)A(N]|pP)=>(n=1)V(h=p))))

Bestimmung von Primzahlen: Sieb des Eratosthenes
1) Fuge alle Zahlen von 2 bis n in das Sieb ein.
2) Setzep:=2.
3) Solange p < Vn, flihre folgende Aktionen aus:
a) Streiche alle Zahlen durch, die Vielfache von p sind.

b) Setze p gleich der nachsten nicht durchgestrichenen Zahl.

Behauptung: Am Ende enthalt das Sieb alle Primzahlen zwischen 2 und n.



4. Zahlentheorie

4.3 Primzahlen

Anzahl von Primzahlen

1) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

2) Die Primzahlen sind im Durchschnitt fast gleich verteilt:
Jede In (n) — te Zahl bis n ist im Durchschnitt eine Primzahl.



4. Zahlentheorie

4.3 Primzahlen

Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie:
Existenz und Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung

Jede naturliche Zahl n > 1 lasst sich als Produkt von Primzahlpotenzen
darstellen: ; ’
_ 1 2
N=P, " Py ..o Ps

Die Primzahlen dieser Darstellung und die Exponenten (d.h. die
Haufigkeit ihres Auftretens) sind eindeutig, d.h. die Darstellung als
Produkt von Primzahlpotenzen ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

Ng



4. Zahlentheorie

4.3 Primzahlen
Anwendungen des Hauptsatzes

Charakterisierung und Bestimmung vom ggT und kgV:

Seien m=p™-p,"-...-p,” und n=p™.p," ... p*
min{m,,n; } min{m,,n, } min{mg,n, }
goT(m,n)=p, " P T
max{m, ,n, } max{m, ,n, } max{mg,n, }
kgV (m,n)=p, - pp L

Aus Folie DM4-5;

Beweis des Zusammenhangs zwischen ggT und kgV
Charakterisierung von teilerfremden Zahlen

Beweis der Teilbarkeitsregel fur teilerfremde Zahlen



4. Zahlentheorie
4.4 Modulare Arithmetik

Definition einer Restklasse modulo n
SeiaceZ:

Die Menge [a], := {b € Z: b mod n = a mod n} heildt Restklasse von a modulo n

Eigenschaften von Restklassen:
Diese Definition einer Restklasse induziert eine Aquivalenzrelation auf Z.
Die Restklassen sind die Aquivalenzklassen bzgl. dieser Aquivalenzrelation.
Mit Z, wird die Menge der Restklassen bezeichnet.

Z.={10],,[1],, ---, [n-1], }(Z, bestent also aus genau n Elementen)



4. Zahlentheorie
4.4 Modulare Arithmetik

Rechnen mit Restklassen

Addition: [a], + [b], := [a+b],
Multiplikation: [a], ¢ [b], :=[a-b],

Satz: Addition und Multiplikation sind wohldefiniert.

Definition von neutralen und inversen Elementen bzgl. Verkntpfungen:

Eine Verkntpfung - auf einer Menge M ist eine Funktionf: Mx M - M mitf(a,b)=a-°b
e heil3t neutrales Element bzgl. einer Verknupfung °, wenn YmeM: eem=m-° e=m
m-1 heillt inverses Element von m bzgl. einer Verknlipfung >, wenn m?'em=mem’'=¢

Anm.: Bei nichtkommutativen Verknupfungen unterscheidet man zwischen links- und
rechtsneutralen Elementen sowie zwischen links- und rechtsinversen Elementen.



4. Zahlentheorie
4.4 Modulare Arithmetik

Neutrale und inverse Elemente von Restklassen

[0], ist das neutrale Element der Addition: Va e 7: [0], + [al, = [a], + [O], = [a],
[n-a], ist das inverse Element von [a],, der Addition:  Va e Z: [n-a], + [a],, = [a], *+ [n-a], = [0],
[1], ist das neutrale Element der Multiplikation: VaeZ:[1],°[al, = [al, * [1], = [a],

Ein inverses Element von [a],, der Multiplikation existiert nicht immer!

Satz: Ein inverses Element von [a],, der Multiplikation existiert genau dann,
wenn a und n teilerfremd sind.

Korollar: Ein inverses Element von [a],, der Multiplikation existiert fur alle a # 0,
wenn n eine Primzahl ist.



4. Zahlentheorie

4.4 Modulare Arithmetik

Beispiele fur das Rechnen in Restklassen:
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