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Abelsche Gruppe Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Eine Abelsche Gruppe ist eine algebraische Struktur, die aus einer

Menge K und einem zweistelligen Operatoren (L) besteht. Des weiteren
mul} gelten:

Abgeschlossenheit: Ja,bUK: allb UK
Assoziativgesetz: [1a,b,c K:all(bLc)=(allb)lc
Existenz eines neutralen Elementse: [HaK: e K:alle=a

Existenz eines inversen Elements b: alK:bK:allb=¢

Kommuntativgesetz: [Ja,blK:allb=bla
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Abelsche Gruppe Fhwedel®

Beispiele:

+)
|R +)

(Z,

(

(IR\{O} 0
(IR*, 0
(@\{o} 0
(@, 0
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Abelsche Gruppe Fhwedel®

Beispiele: Gegenbeispiele:
(Z, +) (IN, +)
(IR, +) (IR*, +)
(IR\{0}, 0 (Z\{0},0)
(IR*,0)
(@\{0},0
(@0
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Ring Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Ein Ring ist eine algebraische Struktur, die aus einer Menge K und zwei
zweistelligen Operatoren (L] und [1) besteht. Desweiteren muf3 gelten:

(K, [) 1st eine Abelsche Gruppe, das neutrale Element wird
als Null bezeichnet.

Abgeschlossenheit: Ja,bUK: allblUK
Assoziativgesetz: a,b,cUK:all(blUc)=(@lUb)lc
Existenz eines neutralen Elementse: [HalK: el K:alle=a

Kommuntativgesetz: HJa,bUK:allb=bla

Distributivgesetz: [1a,b,c UK:all(blc)=allb I allc
(bc)a=blUalclla
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Ring rrwede®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Beispiele:

(IR,

(Q,
(Z,

+, 0
+0
+,0
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Ring rrwede®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Beispiele: Gegenbeispiele:
<|R9+9 []) (|N09 +9 D)
(@,+,0 (IR*,+,0
(Z,+,0

|
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Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Ein Korper 1st eine algebraische Struktur, die aus einer Menge K und

zwel zweistelligen Operatoren (L] und U) besteht. Desweiteren mulfl
gelten:

(K, ) 1st eine Abelsche Gruppe, das neutrale Element wird
als Null bezeichnet.

(K\{0},01) 1st eine Abelsche Gruppe, das neutrale Element wird
als Eins bezeichnet.

Distributivgesetz: [1a,b,c U K:all(bUc¢c)=allb L allc
(bc)a=blUal clla
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K('jrper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Beispiele:

(IR,

+9|:])
(@Q,+,0
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K('jrper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Beispiele: Gegenbeispiele:

(IR, +,0 (IN,, +, )
(@, +,0 (Z,+,0
(IR*, +, 0
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K('jrper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Beispiele: Gegenbeispiele:

(IR, +,0 (IN,, +, )
(@, +,0 (Z,+,0
(IR*, +, 0

In Korpern kann man addieren, multiplizieren, subtrahieren
und dividieren.

|
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Endlicher Korper

Ein endlicher Korper 1st ein Korper, bei dem
die Anzahl der Elemente der Menge K endlich ist.
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Endlicher Korper

Ein endlicher Korper 1st ein Korper, bei dem
die Anzahl der Elemente der Menge K endlich ist.

Endliche Korper werden auch Galoiskorper (Galois field) genannt.

RN i
Evariste Galois 1811-1832
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Beispiel 1:

Die Menge der Restklassen Z, bilden mit der Addition und
Multiplikation den Korper GF(2).

Z,={[0], 1]}

tl1o]1 5 1
olo|1 0 0
11110 11011
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Beispiel 2:

Die Menge der Restklassen Z; bilden mit der Addition und
Multiplikation den Korper GF(3).

Z;={1[0]s, 1], [2]5}

tloj1]2 Hlo|1]2
olo|1]|2 olo|o]|o
1{1]2]o0 1lof1]|2
2l2|0|1 2lo|2]1
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Gegenbeispiel:

Die Menge der Restklassen Z, bilden mit der Addition und
Multiplikation keinen Korper.

Z4={[0]s, [1]s, [2]4, [3]4}

*ol1l2]3 Ulo|1]|2]3
olo|1]|2]|3 olo|lo|o]|oO
1l1]2(3]o0 1{ofj1]2]|3
2|l2|3|0]|1 2lo|2]|0]|2
3|3|0|1]|2 3lo|3|2]1
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Gegenbeispiel:

Die Menge der Restklassen Z, bilden mit der Addition und
Multiplikation keinen Korper.

Z4={[0]s, [1]s, [2]4, [3]4}

*ol1l2]3 Ulo|1]2]3
olo|1]|2]|3 olo|o|o]|oO
1l1]2(3]o0 1loj1]2]|3
2|l2|3|0]|1 2lo|2]o0]2
3|3|0|1]|2 3lo|3]2]|1

|
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Lemma:

In jedem Korper K gilt: HaK: all0=00a=0

|
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Lemma:
In jedem Korper K gilt: HaK: all0=00a=0

Beweis: O+ (alJ0)=al0=alJ(0+0)=all0+all0
[ 0=all0

|
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Lemma:
In jedem Korper K gilt: HaK: all0=00a=0
Beweis: O+ (alJ0)=al0=alJ(0+0)=all0+all0
] 0=al0

Lemma:

In jedem Korper K gilt: [Ha,bK: allb=0 0O a=00b=0
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Lemma:
In jedem Korper K gilt: HaK: all0=00a=0
Beweis: O+ (alJ0)=al0=alJ(0+0)=all0+all0
] 0=al0

Lemma:
In jedem Korper K gilt: [Ha,bK: allb=0 0O a=00b=0
Beweis: Wenn a # 0, dann existiert auch a™.

b=10b=a'Ualb=a'00=0
] b=0

Seminar "Graphentheorie und Diskrete Mathematik" Endliche Korper



endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Satz:

Bezeichnet man mit +, und [J die Addition bzw. die
Multiplikation modulo n, so gilt:

(Z,, +,, ) ist ein Korper [0  n ist Primzahl

|
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Satz:

Bezeichnet man mit +, und [J die Addition bzw. die
Multiplikation modulo n, so gilt:

(Z,, +,, ) ist ein Korper = n ist Primzahl

|
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endliche Korper Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Satz:
In jedem endlichen Korper K gibt es mindestens ein
Element a 00 K\{0} mit K\{0} = {a° a', ..., a"7}.
Beispiele:
GFQ3): GF(7):
2°=1 3'=1 5°=1
2= 31 — 51 —
3= 5=
3’ = 5=
3% = 5% =
3= 5=3
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endliche Korper mit p* Elementen Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Neben den schon bekannten endlichen Korpern mit p Elementen,
gibt es weitere endliche Korper mit p* Elementen (p = Primzahl, k O IN).

|
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endliche Korper mit p* Elementen Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Neben den schon bekannten endlichen Korpern mit p Elementen,
gibt es weitere endliche Korper mit p* Elementen (p = Primzahl, k O IN).

Ein endlicher Korper mit p* Elementen kann mit Hilfe von Polynomen
konstruiert werden:

k-1
Y ax' mita, 0 Z,
1=0

AulBerdem wird ein irreduzibles Polynom vom Grad k benotigt.
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endliche Korper mit p* Elementen Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K:

K[x] := {Zaixi|nD|No,aiD K und a,#0 odern=0 }
i=0

Definition:

Ein Polynom p(x) U K[x] mit p(x) # 0 heilt irreduzibel tiber K,
falls gilt:

p(x) = f(x) Ug(x) mit {(x), g(x) U K[x] [ grad(f)=0 oder grad(g)=0.

Seminar "Graphentheorie und Diskrete Mathematik" Endliche Korper



endliche Korper mit p* Elementen Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Beispiel:
(Zo[X]o00, Foe0, Dheo) Mt p(X) = x> + x*+1
+3u2i | 0 1 X x+1 X2 X241 XX xx+1
0 0 1 X x+1 X2 X241 XX x*x+1
1 1 0 X+1 X x*+1 X2 XPx+1  XPHX
X X X+1 0 1 X2+X  XP4+x+1  x? X+1
x+1 | x+1 X 1 0 x4x+1 x*x x°+1 X2
X2 X2 X241 x*x x**x+1 0 1 X X+1
X241 | x?+1 X2 XPx+1  XPHX 1 0 x+1 X
X24X | XX XAx+1 X X?+1 X X+1 0 1
X2+ X+ xP4+x X+ X2 X+1 X 1 0
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endliche Korper mit p* Elementen Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Beispiel (Fortsetzung):

(ZZ[X]p(X)g +p(X)9 Q)(X)) mlt p(X) — X3 + X2‘|’1

B2 | 0 1 X x+1 X2 X241 XX xx+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 X x+1 X2 X241 XX XPHX+HT
X 0 X X2 X2+x x4 xHx+1 1 X+1
x+1 0 x+1  xX*+x  x*+1 1 X X4x+1 X2
X2 0 X2 X?+1 1 XP4x+1 x+1 X X2+X
x2+1 0 X*+1 X?+x+1 X x+1  x?+x X2 1
X?+X 0 X2+X 1 x*x+1 X X2 x+1  x*+1
X2+x+1| 0 X%4x+1  x+1 X2 X24X 1 x2+1 X

|
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endliche Korper mit p* Elementen Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Satz:

Sei K ein endlicher Korper und p(x) ein Polynom in K[X].
Dann gilt:

(K[x]o), o, Do) ist ein Korper 0 p(x) ist irreduzibel iiber K[X].

|
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endliche Korper mit p* Elementen Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Satz:

Sei K ein endlicher Korper und p(x) ein Polynom in K[X].
Dann gilt:

(K[X]o), o, Do) it ein Korper = p(x) ist irreduzibel iiber K[X].

|
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endliche Korper mit p* Elementen Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Satz:
In jedem enlichen Korper K gibt es mindestens ein
Element o 0 K\{0} mit K\{0} = {a° a', ..., a®"?}.
Beispiel: (Z3[X]pnp T Do) Mit p(x) =x° + x*+1
ord Polynomdarstellung  Tupeldarstellung
0 0 000
a’ ] 100
o X 010
o’ X 001
a> 1 + X 101
a* 1 + x + ¥ 111
a1 + x 110
a° x + x° 011
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endliche Korper mit p* Elementen Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Satz:

Fiir ein n [ IN gibt es genau einen Korper mit n Elementen,
wenn n = p* fiir eine Primzahl p und ein k O IN. Sind K; und Ko
zwel endliche Korper mit [K,| = |K;|, so gilt K; K.

|
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Reed-Solomon-Code Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Das Reed-Solomon-Code RS(s,k,¢t) Verfahren ermoglicht es (durch
hinzufiigen von Zusatzinformationen) aus einen fehlerhaften Datensatz
den korrekten Datensatz zu rekonstruieren.

Die Parameter s, k und t sind natiirliche Zahlen, die relativ fre1 festgelegt
werden konnen. Es mul3 jedoch gelten:

k+2t<2°8

Das Verfahren kann t Fehler korrigieren und 2t Fehler erkennen.
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Erzeugung des RS-Codes - Ubersicht Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Aus der Sequenz der Daten-Bits werden s-Bits zu einem Block
zusammengefasst.

Aus k Blocken werden aus s-Bits bestehende k + 2t Blocke erzeugt.

o1 .. 111 0 .. 111 o0 ... 111 1 .. 0
s Bits s Bits sBits s Bits
/ /4 ““““““““
01...1 10...1 11...0 00...1
k Blocke k Blocke
11...0 11...0 | 00...1 10...1
k + 2t Blocke k + 2t Blocke

|
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Erzeugung des RS-Codes Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Jede mogliche Bitfolge in einem Block wird auf einem Element aus dem
endlichen Korper GF(2%) bijektiv abgebildet und die k zusammen-
gefassten Blocke werden nummeriert. Die k Blocke konnen also als eine
Folge von Elementen aus GF(2%) dargestellt werden:

Cty vvvy Ciy ... Ck mit ¢; [ GF(29)
Daraus wird ein Polynom 1n x vom Grad k-1 erzeugt:
k-1
c(x) = ) ciwix'
=0

AubBerdem wird folgendes Polynom 2t-ten Grades benotigt:
o(x) == (x-0) * (x-02) % # (x-0%)

(o entspricht dem primitiven Element aus GF(2%))
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Erzeugung des RS-Codes Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Durch die Multiplikation vom c¢(x) und g(x) entsteht das Polynom d(x):
d(x) == c(x) * g(x)

Das Polynom d(x) hat daher den Grad 2t+k—1. Die Koeffizienten sind
ebenfalls Elemente aus GF(2%).

2t+k-1

dx) = ¥ dix

Bildet man die Koeffizienten d; auf die entsprechende Bitfolge ab, so
ergibt sich der kodierte Datensatz.
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RS-Code - Fehlererkennung Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Aus den eingelesenen Daten kann das Polynom f(x) konstruiert werden.

2t+k-1

fx) = Y fux’
i=0

Fiir den Fall, dass keine Fehler aufgetreten sind, 1st f(x) identisch mit
d(x) und durch dividieren mit g(x) erhidlt man die Urspriinglichen Daten.

Fehlererkennung (maximal 2t Koeffizienten fehlerhaft):
fla)=0, f{a?) =0, ..., f(a*)=0

Stimmt eine oder mehrere dieser Gleichungen nicht liegt mindestens
ein Fehler vor.

Seminar "Graphentheorie und Diskrete Mathematik" Endliche Korper



RS-Code - Fehlerkorrektion Fhwede|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Fir die Fehlerkorrektion nimmt man an, dass f(x) = d(x) + e(x) 1st.

2t+k-1

e(x)= Y enx
i=0

Ein Koeffizient {; 1st fehlerhaft, wenn e, # 0 1st. Unter der Annahme, dass
bekannt 1st welche e;'s ungleich Null sind konnen diese mit Hilfe
folgender Matrix berechnet werden:

ot gt ol ) e [f(0) )
a2l g2 26D e, f(o2)
A
| g2t g2 O(zt(ir-l)J e, \f(GZt)‘
1, 1,, ... , 1.: Indizes der ¢;'s ungleich Null

Durch Subtrahieren der errechneten e;'s von den entsprechenden f.'s
ergeben sich die korrekten d;'s.
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Quellenangaben Fhwed e|®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Diskrete Strukturen Band 1
Angelika Steger
Springer-Verlag

Vorlesungsskript ,,Diskrete Mathematik*
von Prof. Dr. Rainer Lang (Handout)

Vorlesungsfolien ,,Diskrete Mathematik*
von Prof. Dr. Sebastian [wanowski
http://www.th-wedel.de/~1w

Vorlesungsskript ,,Einflihrung in Kanalcodierungsverfahren*
von Dr. Peter Stammnitz

http://iphome.hhi.de/stammnitz/ (nicht mehr online)

http://www.galois-group.net/
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Fhwedel®

' UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Fragen 777
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