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4. Zahlentheorie

In diesem Kapitel reprasentieren die Variablen aller Definitionen und Satze
(Regeln), wenn nicht anders spezifiziert, ganze Zahlen (Elemente von 2).

4.1 Tellbarkeilt

Definition von Teilbarkeit
Eine ganze Zahl m teilt eine ganze Zahl n, wenn es eine ganze Zahl q gibt mit: n =g-m
(Vm,neZ:m|n:e3dgeZ:n=qgm)

Teilbarkeitssatze iber Summen, Differenzen und Produkte

) mingAm|n,=m|(n+ny)
2) m|n;Am|ny,=m](n-ny)

3) m|n, =m | (ny ny)



4. Zahlentheorie
4.1 Teillbarkeit

GrofRenbeschrankungen flur Teiler und Vielfache

1) FUr jeden echten Teilerm#1,nvonngit m<|n/2|

2) Fir zwei Teiler p,gvon n mitp - g =ngilt: (p < vn) v (g £ vVn)

3) Die einzigen Vielfachennvon mmit | n| < | m| sind —-m, 0 und m



4. Zahlentheorie
4.1 Teillbarkeit

Zahlendarstellungen mit Hilfe von Zahlenbasen
Dezimale Darstellung

Binare Darstellung

Definition der Quersumme in Abhangigkeit von der Zahlenbasis

Quersummenregeln

Eine Zahl ist durch 3 teilbar
< Die dezimale Quersumme der Zahl ist durch 3 teilbar

Eine Zahl ist durch 9 teilbar
< Die dezimale Quersumme der Zahl ist durch 9 teilbar

Fur die binare Quersumme gibt es keine entsprechende Quersummenregel



4. Zahlentheorie
4.1 Teilbarkeit
Definition von ggT und kgV
a=ggT(mn):e(@almAa@|nA[(b]m)A(b|n)=(b<a)]

a=kgvV(mn):e(mla)A(n|a)a(@>0)A[(m[b)A(n|b)A(b*0)=(as<|b])]
Zusammenhang zwischen ggT und kgV

vV m,n € N\{0}: ggT (m,n) - kgV (m,n) =m -n

Teilbarkeitsregel fir teilerfremde Zahlen

Definition: Zwei ganze Zahlen m,n heil3en teilerfremd :< ggT (m,n) = 1

Satz: Far zwei teilerfremde Zahlen m,n und eine ganze Zahl a gilt :
m|aAn|a>>mn]a



4. Zahlentheorie
4.2 Tellen mit Rest

Definition von ganzzahligem Quotienten und Rest

(1) Sein=q-m+r fur ganze Zahlen nm,q,r, 0 <r<m
Dann ist g der ganzzahlige Quotient von n geteilt durch m (q = n DIV m)

Dann ist r der ganzzahlige Rest von n geteilt durch m (r = n MOD m)
Eindeutigkeit und Existenz von ganzzahligem Quotienten und Rest

Fur beliebige zwei ganze Zahlen n und m*0 gibt es die Darstellung (1)

Die Darstellung (1) ist eindeutig,
d.h. g und r sind zu gegebenen n,m eindeutig bestimmt.



4. Zahlentheorie
4.2 Tellen mit Rest

Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung von ggT und kgV

Satz. Sein=qg-m+r fur ganze Zahlen nm,q,r, 0 <r<m

Dann gilt: ggT (n,m) = ggT (m,r)

Algorithmus: 1) Berechne qundrfirnund m

2) Fallsr=0: Setze ggT = m, fertig!
Anderenfalls: Setze n:=mund m :=rund gehe zu 1)



4. Zahlentheorie

4.3 Primzahlen

In diesem Abschnitt reprasentieren die Variablen aller Definitionen und Satze
(Regeln), wenn nicht anders spezifiziert, nattrliche Zahlen (Elemente von N).
Definition

Eine naturliche Zahl p > 1 heif3t Primzahl, wenn p und 1 die einzigen Teiler von p sind
(p heildt Primzahl . (peN)A(Pp>1)A((neN)A(N]|pP)=>(n=1)V(h=p))))

Bestimmung von Primzahlen: Sieb des Eratosthenes
1) Fuge alle Zahlen von 2 bis n in das Sieb ein.
2) Setzep:=2.
3) Solange p < Vn, flihre folgende Aktionen aus:
a) Streiche alle Zahlen durch, die Vielfache von p sind.

b) Setze p gleich der nachsten nicht durchgestrichenen Zahl.

Behauptung: Am Ende enthalt das Sieb alle Primzahlen zwischen 2 und n.



4. Zahlentheorie

4.3 Primzahlen

Anzahl von Primzahlen

1) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

2) Die Primzahlen sind im Durchschnitt fast gleich verteilt:
Jede In (n) — te Zahl bis n ist im Durchschnitt eine Primzahl.



4. Zahlentheorie

4.3 Primzahlen

Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie:
Existenz und Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung

Jede naturliche Zahl n > 1 lasst sich als Produkt von Primzahlpotenzen
darstellen: &
n=p"-pP,
Die Primzahlen dieser Darstellung und die Exponenten (d.h. die
Haufigkeit ihres Auftretens) sind eindeutig, d.h. die Darstellung als
Produkt von Primzahlpotenzen ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

e, &

Anwendungen des Hauptsatzes
Charakterisierung und Bestimmung vom ggT und kgV
Beweis des Zusammenhangs zwischen ggT und kgV
Charakterisierung von teilerfremden Zahlen

Beweis der Teilbarkeitsregel fur teilerfremde Zahlen



4. Zahlentheorie
4.4 Modulare Arithmetik

Definition einer Restklasse modulo n
SeiaceZ:

Die Menge [a], := {b € Z: b mod n = a mod n} heil3t Restklasse von a modulo n

Eigenschaften von Restklassen:
Diese Definition einer Restklasse induziert eine Aquivalenzrelation auf Z.
Die Restklassen sind die Aquivalenzklassen bzgl. dieser Aquivalenzrelation.
Mit Z, wird die Menge der Restklassen bezeichnet.

Z,={I01,, 1], -, [n-1], } (Z, besteht also aus genau n Elementen)



4. Zahlentheorie
4.4 Modulare Arithmetik

Rechnen mit Restklassen

Addition: [a], + [b], := [a+b],
Multiplikation: [a], ¢ [b], :=[a-b],

Satz: Addition und Multiplikation sind wohldefiniert.

Definition von neutralen und inversen Elementen bzgl. Verkntpfungen:

Eine Verkntpfung - auf einer Menge M ist eine Funktionf: Mx M - M mitf(a,b)=a-°b
e heil3t neutrales Element bzgl. einer Verknupfung °, wenn YmeM: eem=m-° e=m
m-1 heillt inverses Element von m bzgl. einer Verknlipfung >, wenn m?'em=mem’'=¢

Anm.: Bei nichtkommutativen Verknupfungen unterscheidet man zwischen links- und
rechtsneutralen Elementen sowie zwischen links- und rechtsinversen Elementen.



4. Zahlentheorie
4.4 Modulare Arithmetik

Neutrale und inverse Elemente von Restklassen

[0], ist das neutrale Element der Addition: Va e 7: [0], + [al, = [a], + [O], = [a],
[n-a], ist das inverse Element von [a],, der Addition:  Va e Z: [n-a], + [a],, = [a], *+ [n-a], = [0],
[1], ist das neutrale Element der Multiplikation: VaeZ:[1],°[al, = [al, * [1], = [a],

Ein inverses Element von [a],, der Multiplikation existiert nicht immer!

Satz: Ein inverses Element von [a],, der Multiplikation existiert genau dann,
wenn a und n teilerfremd sind.

Korollar: Ein inverses Element von [a], der Multiplikation existiert fur alle a # 0,
wenn n eine Primzahl ist.



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Definition der Struktur einer Gruppe:

Sei G eine nichtleere Menge und & eine Verknupfung zwischen den Elementen von G.
Dann heil3t die Struktur (G, @) eine abelsche Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfullt sind:

1)VabeG adbeG innere Verknipfung
2)VabceG. (adb)dc=ad (bdc) Assoziativgesetz
3)leceGVaceG eda=ade=a Neutrales Element
4)VWVaeGilaleG a'pa=apal=e Inverses Element
S)VabeG:adeb=boa Kommutativgesetz
nur Eigenschaft 1): Gruppoid
nur Eigenschaft 1), 2): Halbgruppe

nur Eigenschaft 1), 2), 3), 4): Gruppe



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Beispiele fur unendliche Gruppen bzw. Halbgruppen:

6

8
9
10

Q,
Q)
Q\{0},")
Q)
RA{0})
RA{0}4)
{f: R>R},+)

11
12

13
14
15
16
17
18
19
20

) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (

{f: R->R},")

{f: R\ {0} >R\ {0}},")

{f: R* >R*},")

{f: R >R},°)

{f: R -»R, f bijektiv},°)

{f: R -R, f differenzierbar},e)

{f: R >R, f bijektiv und differenzierbar},°)
{f: R >R, flinear},°)

{f: R >R, flinear},+)
{f: R »R, f Polynomfunktion},+)



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Beispiele fur endliche Gruppen bzw. Halbgruppen:

1) (Z,F) (zyklische Gruppe mit additiver Verkniipfung)

2) (Zpy)

3) (Zn\{[0]})

4) ( 7 * ) (multiplikative Gruppe der zu n teilerfremden Restklassen, prime Restklassengruppe mod n))
n

9) Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks

6) ({x,%,l— X, X;l,l_lx , x)il} ,°) (Hintereinanderschaltung der Funktionen)

7) (Zn X Ly, +) (2-dimensionale zyklische Gruppe mit koordinatenweise additiver Verkmipfung)

8) ((Z,)",+) (r-dimensionale zyklische Gruppe mit koordinatenweise additiver Verkmipfung)

Prof. Dr. Sebastian Iwanowski DM4 Folie 16



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Wann gelten zwei Gruppen als gleich?

Definition: Zwei Gruppen (G,®) und (H,©) gelten als gleich (isomorph), wenn es zwischen
ihnen eine bijektive Abbildung I: G—H gibt, welche die Verkupfungsstruktur erhalt:

VabeG:l(aeb)=I@) o lb)
VabeH:I""(a®b)=I%a)® I'(b)
| wird /somorphismus genannt.
Charakteristische Elemente endlicher Gruppen:
Ordnung einer Gruppe
Ordnung eines Elements

Erzeugnis eines Elements (einer Menge von Elementen)

Satz: Jede endliche Gruppe wird durch endlich viele Elemente erzeugt.

Bemerkung: Auch unendliche Gruppen konnen durch endlich viele Elemente erzeugt werden
(aber niemals durch ein einzelnes).



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Definition der Struktur eines Korpers:

Sei K eine nichtleere Menge und &, ® Verknupfungen zwischen den Elementen von G.
Dann heil3t die Struktur (K, &, ®) ein Kérper, wenn folgende Eigenschaften erfullt sind:

1) (K, @) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element g,
2) (K, ®) ist Halbgruppe
3)VabceKi(adb)oec=(aoc)d (b
cO(@adb)=(coa)d(cob)
4)He,eKVaeK: e,0a=a®e,=a Neutrales Element

Distributivgesetze

S5)VaceK\{g}da'eK\{g}:a'©Oa=aoa'=e, InversesElement

6)VabeKiaGb=boa Kommutativgesetz

nur Eigenschaft 1), 2), 3): Halbring
nur Eigenschaft 1), 2), 3), 4), 6): Ring
nur Eigenschaft 1), 2), 3), 4), 5): Schiefkorper



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Beispiele von unendlichen Kdrpern, Ringen, etc.:

(Z,+,)

(Q+,)

(RA{0}+,7)

({f: R-R}+,)

({f: R-R, f bijektiv},+,0)

({f: R-R, f bijektiv},e,+)

7) ({f: R -R, flinear},+,")

8) ({f: R »R, f Polynomfunktion},+,-)

1)
2)
3)
4)
5)
6)
)



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Endliche Kdrper:

1) (Z,,+,) fir beliebige Primzahl p

2) ((Z,)",+,") fir beliebige Primzahl p und beliebige natirliche Zahl r

Satz (Galois, 1811-1832): Das sind alle!

Endliche Korper gibt es nur mit p* Elementen (p Primzahl, r naturliche Zahl).
Jeder endliche Korper ist bis auf Isomorphie gleich zu den oben genannten.
Der Korper mit g Elementen wird GF (q) genannt (GF = Galoisfeld)

Wie sieht die multiplikative Verknupfung fur r > 1 aus ?

Die multiplikative Gruppe des Korpers ((Z,)",+,) ist isomorph zu (Z_4,%).

In welcher Reihenfolge muss man die Elemente fir die multiplikative Verknlipfung anordnen,
damit das Distributivgesetz erfillt ist?
=>» Konstruktionsanleitung mit Hilfe von Polynomen



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Definition Polynom flr einen beliebigen Korper K:
ax"+a X"+, +aX+a,

Hierbei steht x fur eine Variable mit Definitionsbereich K, a, fur eine beliebige Konstante
aus K und x' bedeutet die i-fache Hintereinanderschaltung der multiplikativen Verknlipfung
angewendet auf das Korperelement x.

Ein Polynom ist durch die Angabe des Tupels (a,,a,_¢,..-,84,3p) €indeutig charakterisiert.

Das groflite n mit a,*0 wird als Grad des Polynoms bezeichnet.
Die Menge der Polynome Uber einem Korper K wird mit K[x] bezeichnet.

Satz:
(K[x],+,") bildet einen Ring.



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Polynomdivision mit Rest:

Seien f[x], g[x] Polynome.
Dann gibt es Polynome q[x], r[x] mit Grad (r[x]) < Grad (g[x]):

fix] = qlx]-glx] + r(x]

Die Polynome q[x], r[x] werden analog zum schriftlichen Divisionsverfahren von Zahlen gebildet.
(Euklidischer Algorithmus).
Analog zur Definition bei Zahlen wird das Restpolynom r[x] auch f[x] mod g[x] genannt.

Definitionen:

Eine Nullstelle zu einem gegebenen Polynom ist ein Wert des Korpers K,
dessen Einsetzung in das Polynom den Wert 0 ergibt.

Ein Polynom f[x] Uber einem Korper K heif3t reduzibel,
wenn es zwei Polynome g[x], h[x] in K[x] gibt mit f[x] = g[x]-h[x] (Ubliche Polynommultiplikation).
Wenn es keine solche Zerlegungsmoglichkeit gibt, heildt f[x] irreduzibel.

Satz: f[x] ist irreduzibel = f[x] hat keine Nullstelle

Fur Polynome f[x] mit Grad < 3 gilt sogar: f[X] ist irreduzibel < f[x] hat keine Nullstelle.



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Konstruktionsanleitung fur GF (q) mit g = p" (p Primzahl, r naturliche Zahl):

1)

2)

3)

4)

Bestimme die Additions- und Multiplikationstabellen von GF (p):

Dieser FPrimkbrperist isomorph zum Restklassenkorper (Z,,+,).

|dentifiziere die Elemente aus GF (q) mit den p’ verschiedenen

Polynomen uber (Z,,+,-) mit Grad <r

Bilde die Additionstabelle wie bei Polynomen ublich.
(Anmerkung: Die entstehende Gruppe ist isomorph zu ((Z))",+))

Wahle ein irreduzibles Polynom g[x] uber GF (p) mit Grad = .
Bilde die Multiplikationstabelle wie bei Polynomen ublich,

aber rechne moadulo g/xJ, um jeweils Polynome mit Grad < r zu erzeugen.
(Anmerkung: Die entstehende Gruppe ist isomorph zu (Z ,*))



4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Beispiel: GF (8) 8 =23 (p =2, r=3) Der Primkorper ist also GF(2)

Elemente: {0, 1 , x , x+1,x%2, x2+1, x2+x, x2+x+1} Alle Polynome mit Grad < 3
01,2, 3,4, 5, 6, 7

Irreduzibles Polynom: x3+x+1

+[ol1]2]3[4]5[6[7 ol1[2[3[4[5]6[7
ofo[1[2[34[5[6(7 ofofofo[o[of[o[0f0
(110325476 [1Tol1[2[3[4l5[6[7
:2 2:3:0:1:6:7:4:5 :2 0:2:4:6:3:1:7:5
[3[32[1(o[7[6[54 [3[of3l6[5[7[41]2
[4[4T576[7 0[1]2]3 (40437 6[2[5]+
554761032 sfof5(1al27[3[s6
:6 6:7'4:5:2:3:0'1 :6 o(6[7[1[5[3[24
71716543210 7[o[7]5[23[6[4] 1




4. Zahlentheorie

4.5 Algebraische Strukturen

Der Primkorper ist also GF(3)

=3, r=2)

9=3%(p

Beispiel: GF (9)

Alle Polynome mit Grad < 2

, X, X+1,x+2, 2x, 2x+1, 2x+2}

, 2

Elemente: {0, 1

Irreduzibles Polynom: x2+1
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