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1.1 Motivation UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Worum geht es?

@ Entwicklung eines Softwaresystems zur automatischen Beweisfihrung mit
Hilfe des Resolutionskalkils

"Formel

ist
wahr"
pradikatenlogische
Formelmenge /
Axiomsystem
-oder-
Zu prifende
Formel
"Formel
ist nicht
wahr"

Resolutionsbeweiser
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1.2 Vo rgehenswelse UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

EinflUhrung

Uberblick Gber das System

Die Grundalgorithmen im Detail
Optimierungsansatze
Zusammenfassung und Ausblick

a ~h W N =

Zwischenfragen sind ausdrucklich erwunscht!
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UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

2 Uberblick Uber das System

© Daniel Dittmann, Seminararbeit: Implementierung eines Resolutionsbeweisers, SS 2005
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2 Uberblick tber das System UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Modularisierung und Datenfllsse

Prafungsergebnis

fKIauselmenge

Folgerung Klauselmenge ) Klauselmenge
feststellen widerlegen
prove refute

Faktoren Resolventen

berechnen berechnen
Klauselmenge FAK RES

Unifikator
suchen
mgu

Klauseldarstellung
erzeugen

clauses

allgemeinster Unifikator
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UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

3 Die Grundalgorithmen im Detalil

© Daniel Dittmann, Seminararbeit: Implementierung eines Resolutionsbeweisers, SS 2005
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3.1 Der Beweisalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Modularisierung und Datenfllsse

Prafungsergebnis

fKIauselmenge

Folgerung Klauselmenge ) Klauselmenge
feststellen widerlegen
prove refute

Faktoren Resolventen

berechnen berechnen
Klauselmenge FAK RES

Unifikator
suchen
mgu

Klauseldarstellung
erzeugen

clauses

allgemeinster Unifikator
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3.1 Der Bewelsalgorlthmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Schnittstelle des Systems

@ Darstellung der InputgroBen in Pradikatenlogik 1. Stufe (Nutzung des
ResolutionskalkUls transparent)

Formelmenge

I
:> -oder-
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3.1 Der Bewe|salgor|thmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

1. Umformung der Inputs in Klauseldarstellung

2. Negation der zu Uberprufenden Formel mit Axiomsystem
vereinigen

3. Versuch, neu gebildete Klauselmenge zu widerlegen

function prove(Ius /muM):bool
Z, @ clauses(I)
z . clauses(Em 9
vy refute(z, + Z )
return(y)
end
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3.2 BereChnung von Klauselmengen UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Modularisierung und Datenfllsse

Prafungsergebnis

fKIauselmenge

Folgerung Klauselmenge ) Klauselmenge
feststellen widerlegen
prove refute

Faktoren Resolventen

berechnen berechnen
Klauselmenge FAK RES

Unifikator
suchen
mgu

Klauseldarstellung
erzeugen

clauses

allgemeinster Unifikator

10
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3.2 Berechnung von Klauselmengen UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Umformung pradikatenlogischer Formeln in Klauseln
Grundlage fur Nutzbarkeit des Resolutionskalkils durch prove

@ Aquivalente Darstellung nicht méglich, daher Beschrankung auf
Unerflllbarkeit

L

4 )

Formelmenge Bezlglich Unerflllbarkeit
in Pradikatenlogik aquivalente

Klauselmenge
\§ J

1. Stufe

11
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3.2 Berechnung von Klauselmengen UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

1. Umformung in Prenexe Normalform mit Matrix in KNF durch
Ersetzungsregeln

z.B. de Morgan: Em,Om.'£ "Em, 4 Em,"
2. Eliminierung von Existenzquantoren durch Skolemisierung
z.B. vx3y[P(x y)] wird zu VX[P(x f(x))]

2. Umformung in Klauselschreibweise (Mengendarstellung)

z.B. VX,y[P(x) & Q(x)] wird zu {P(x), Q(x)}

12
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3.3 Der Wlderlegungsalgorlthmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Modularisierung und Datenfllsse

Prafungsergebnis

fKIauselmenge

Folgerung Klauselmenge ) Klauselmenge
feststellen widerlegen
prove refute

Faktoren Resolventen

berechnen berechnen
Klauselmenge FAK RES

Unifikator
suchen
mgu

Klauseldarstellung
erzeugen

clauses

allgemeinster Unifikator

13
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3.3 Der Widerlegungsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

prove als Uberbau und Schnittstelle (koordinierende Instanz)
refute als Systemkern (austauschbar)

Implementation des Resolutionskalkduls

Widerlegung statt Beweis

¢ ¢ ¢ ¢

"widerlegt"

Klauselmenge :> -oder-
"nicht
widerlegt"

14



3.3 Der Widerlegungsalgorithmus

FhvvedeI@

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Datenstrukturen:

v Akkumulator S fur samtliche Klauseln der bisherigen Herleitung
v' Behalter T fur Klauseln der letzten Generation

@ \Vorgehen:

v’ Zuletzt erzeugte Klauseln (T) mit bisherigen Klauseln resolvieren
v S um T erganzen, neu resolvierte Klauseln werden neues T
v' Stopp wenn leere Klausel hergeleitet oder keine

Resolutionsmdglichkeiten mehr

4 )

S:=SuT

O

15



3.3 Der Widerlegungsalgorithmus

Fhwedel®

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Vollstandige Implementierung

function refute(z u5°):bool
[ @ FAK(Z)
Z @ [
while [ and AU [ do
[ @ RES(Z /1)
if AU[ then
[ @ FAK([)
Z @7+ [
Ti
done
return not([@1)
end

16
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3.4 Der Resolutionsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Modularisierung und Datenfllsse

Prafungsergebnis

fKIauselmenge

Folgerung Klauselmenge ) Klauselmenge
feststellen widerlegen
prove refute

Faktoren Resolventen

berechnen berechnen
Klauselmenge FAK RES

Unifikator
suchen
mgu

Klauseldarstellung
erzeugen

clauses

allgemeinster Unifikator
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3.4 Der Resolutionsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Berechnung aller Resolventen, die zwischen den Literalen zweier
Klauselmengen maglich sind

@ Stop falls A hergeleitet

Klauselmenge
Menge der durch
) T )| " Resolution
Klauselmenge erzeugten Klauseln

18
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3.4 Der Resolutionsalgorithmus UNIVERSETY GF APPLIED SCIENCES

@ Res(C, L, D, K, 0)

Bsp.: C={P, =Q} D={Q, R}
= =Q K=Q =h

Res(C, L, D, K, 0)={P, R}

@ Voraussetzungen fur Resolvierbarkeit:
1. Literale komplementar
2. Jeweils zugehoérige Atome unifizierbar

19
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3.4 Der Resolutionsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Jedes Literal der einen mit jedem Literal der anderen
Ausgangsmenge auf Resolvierbarkeit testen

@ Ggf. Resolventenbildung

|
| Klausel

Literal

Klauselmenge z Klauselmenge [

20



3.4 Der Resolutionsalgorithmus

Fhvvedeﬂ@

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

function RES(z/[u58):58

Y*@1

' |

for all Juz do
[ @ [\~J¢

for all suJ do
for all K u [ do
for all RuK do
iIT s komplementarRrR then

v @mgu(iS /iR D

1T vifailed then
Y@v+0S ,+ viK OR ,
Y*¥a@y* 4. ye

iIf yeA then return v* fi

i1 f1 done done done done
return v¥
end

B

Klauselmenge [

@ O

Klauselmenge z

21
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3.5 Der Faktorisierungsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Modularisierung und Datenfllsse

Prafungsergebnis

fKIauselmenge

Folgerung Klauselmenge ) Klauselmenge
feststellen widerlegen
prove refute

Faktoren Resolventen

berechnen berechnen
Klauselmenge FAK RES

Unifikator
suchen
mgu

Klauseldarstellung
erzeugen

clauses

allgemeinster Unifikator

22



3.5 Der Faktorisierungsalgorithmus Fh\/\/e d e l

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Berechnung aller moglichen Faktoren einer Klauselmenge

@ S Teil des Outputs (auch Faktorisierung tiber hmoglich)

4 )

Menge aller
Klauselmenge S :> Faktoren
von S

- J

23
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3.5 Der Faktorisierungsalgorithmus

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Faktoren haben nur eine Elternklausel
@ Teilalgorithmus fak flur eine Klausel

@ Iteration Uber alle Elemente der Input-Menge

function FAK(Z u58):5°
M= %
for all Ju2z do
M2 M +TFak(J)
done
return M
end

24



3.5 Der Faktorisierungsalgorithmus Fh\/Ve d e I

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Jedes Literal mit jedem auf Unifizierbarkeit GUberprifen

@ Anwendung des gefunden Unifikators auf gesamte Klausel
(=Faktorisierung)

@ Sammlung der Teilergebnisse

Eingabeklausel C "Akkumulator" S

25
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3.5 Der Faktorisierungsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Teilalgorithmus fak - vollstandige Implementierung

function fak(Jus):ss
Z @ %
K @J
for all spuJg do
K@KO0S
for all RuK do
1T not s komplementéarRrR then
v=amgu(iS ViR )
iIT vifarled then
Zz @ 7 +Ffak(v +J,)
Ti
Ti
done
done
return Z + ~J ¢
end

26
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3.6 Der Unifikationsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Modularisierung und Datenfllsse

Prafungsergebnis

fKIauselmenge

Folgerung Klauselmenge ) Klauselmenge
feststellen widerlegen
prove refute

Faktoren Resolventen

berechnen berechnen
Klauselmenge FAK RES

Unifikator
suchen
mgu

Klauseldarstellung
erzeugen

clauses

allgemeinster Unifikator
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3.6 Der Unifikationsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Zwei Aufgaben:
v' Test auf Unifizierbarkeit
v Ggf. Berechnung eines allgemeinsten Unifikators

"nicht
unifizierbar!"

-oder-
G :
Term/Atom g Allgemeinster
Unifikator v

28
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3.6 Der Unifikationsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

1. Occur Failure: t;=x t,=..f(...x...)..
"egal wie x ersetzt wird, Funktionssymbol bleibt immer erhalten”

z.B. t;=x t,=f(x)

2. Clash Failure: t;=g(q, ... q,) t,=h(r, ... r,) mit g#h
"aus g wird nie h, egal wie ersetzt wird"

z.B. t;=f(x) t,=g(x)

29
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3.6 Der Unifikationsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

A A Terme oder Atome

@ Terme gleich Fertig (h als Unifikator)

@ t; oder t, Variable

v' Enthalten in zweitem Term Occur Failure
v' Ersetzen durch zweiten Term Fertig (z.B. t;=X, t,=f(y))
@ Geschachtelte Ausdrlcke ty = G(qy ... q,), &, = H(ry ... )
v" Verschieden Clash Failure
v Gleich sequentiell Unifikatoren far

Parameter suchen und Lésung aus diesen zusammensetzen (s. Bsp.)

30
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3.6 Der Unifikationsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

function mgu({/{un [ +H ['):SUB + ~Failed¢

it {@{ then return -~¢ Fi // 1. Fall
iT {u] then // 2. Fall
it {u] +, then
return fairled // "occur fTairlure
else
return ~{2{¢
i
i

if {u]l then return mgu({/{) Fi

31
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3.6 Der Unifikationsalgorithmus UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

assume {{eN,E x,/ {@0#E v, // 3. Fall

iITf NGO then return failed Ti // 'clash failure”

assume {{emx,E x,/ {@my,E v,/ ulA3

vV @h

for p24 to u do ip
t=mgu(v &, /v+z,) Z, x |y | z | a
assume ve ~i,2z/E /i, 22¢d
vV @t+ ~, 2tz /E /i 2t | ©

done

return v

end

"haariger"
Teill

32



3.6 Der Unifikationsalgorithmus

. X y yi a
Ip
Zp 2 2 p) p)
vV @ h
for p@24 to u do
t=2 mgu(v +XD,/V4yD,)
vV @ t+ ~, 2tz /E /i 2tz ¢
done

FhvvedeI@

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

t; = f(x g(y h(y))), t, =1(z g(z h(a)))
t;'= 9(y h(y)), &' = g(z h(a))

vV V+Xp, V-Iyp, T
h X Z {x/z}
{x/z} g(y h(y)) | g(zh(a)) | {z/a, y/a}
h y Z {y/z}
{y/z} h(z) h(a) {z/a}
{z/a, y/a}

{z/a, y/a, x/a}

33
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UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

4 Optimierungsansatze

© Daniel Dittmann, Seminararbeit: Implementierung eines Resolutionsbeweisers, SS 2005
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4 Optimierungsansatze UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Grundsystem zu ineffizient fur Praxis, z.B.

v' exponentieller Klauselzuwachs in refute
v Aufwandige (O(n*m)) Resolventenbildung in res

@ Optimierungsmoglichkeiten insbesondere fur
v refute

v prove

@ Beispiel: Optimierung der Resolventensuche durch

35
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4.2 Klauselgraphen UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Aufwand von RES=0(n*m) "jeder mit jedem"

@ Haufig nur Bruchteil der getesteten Verbindungen resolvierbar
@ Problem: Ineffizienz

@ Idee: nur bestimmte Verbindungen testen

@ Realisierung: Klauselgraphen

36
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4.2 Klauselgraphen UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Knoten: Literale
@ Kanten: potenzielle Resolventen
v' Markiert mit allgemeinstem Unifikator

v Fortlaufend nummeriert

(1) {y/b}
P(Y) @
@ (2) {y/a} L

37
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4.2 Klauselgraphen UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Resolution in der Reihenfolge der Nummerierung
@ Einflgen der Resolventen in Graphen
@ Abgearbeitete Kanten werden gesperrt

Q(b)

(1) {y/b}

(4) {a/b}

O )

(3) {a/b}

38
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4.2 Klauselgraphen UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Einschrankung des Suchraums auf
1. Partner der Elternliterale
2. Literale der Elternklauseln

39
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4.2 Klauselgraphen UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

(7) {x/f(f(a))}

(6) h

40
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UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

5 Zusammenfassung und Ausblick

© Daniel Dittmann, Seminararbeit: Implementierung eines Resolutionsbeweisers, SS 2005
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5 Zusammenfassung und Ausblick UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

@ Implementierung eines Systems aus sechs Algorithmen
v mgu
v RES
v FAK
v' clauses
v refute
v’ prove

Teilalgorithmen in beispielhaften Grundversionen

Fur praktische Implementierungen Optimierungen noétig
Klauselgraphen als eine Moglichkeit

Ausblick: Ableitungsstrategien — sehr viele Moglichkeiten

42
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UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES
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4.1 Léschregeln und Ableitungsstrategien UNIVERSETY GF APPLIED SCIENCES

@ Reduktion der durch refute erzeugten Klauseln durch Verbotskriterien zur
Herleitung neuer Klauseln

@ LOschregeln: unabhangig von Entstehungsgeschichte der Klausel
Bsp.: Tautologieklauseln ({A, =A} 8 C)

@ Ableitungsstrategien: abhangig von Entstehungsgeschichte der Klausel

Bsp.: set-of-support 4 )
Pramisse: Axiomsystem erfillbar Axiome
Zwischen Axiomen keinen Widerspruch suchen

- J

Zu widerlegende Klauselmenge

44
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4.1 Loéschregeln und Ableitungsstrategien UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Loschregeln und Ableitungsstrategien
@ Idee: Reduktion der Anzahl der in refute hergeleiteten Klauseln
@ Ansatz: Bestimmte Klauseln nicht herleiten

Bsp.: Tautologieklauseln ({A, =A} 6 C)

45
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